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Die Hauptsätze der Quaternionentheorie, 
dargestellt von E, Study. 



Die folgende Darlegung bringt in etwas erweiterter Form 
einen Abschnitt aus einer vom Verfasser abgehaltenen Tor- 
lesung über analytische Geometrie. In den Kahmen einer 
grösseren Vorlesung dieser Art lassen sich die Quatemionen 
auf eine, wie dem Verfasser scheint, natürliche Weise ein- 
fügen. Sie bieten dem academiscfaen Lehrer Oelegenheit, 
Anfanger, die nur über ein sehr geringes Maass von Eennt- 
oissen verfügen, durch concrete Beispiele mit einer Reiiie 
von Begriffen bekannt zu machen, die in der neueren Mathe- 
matik von Bedeutung sind, und ihnen frühzeitig das In- 
einandergreifen verschiedener mathematischer Disciplinen zum 
Bawusstsein zu bringen. 

Freilich muss man dazu wohl andere Wege einschlagen 
als die Lehrbücher der Quaternionentheorie: Die geometrische 
Begründungsweise, die dem Anfänger Schwierigkeiten macht, 
und leicht unzutreffende Vorstellungen vom Wesen der Qua- 
temionen hervorrufen kann, dürfte durch eine analytische 
Begründung zu ersetzen sein. Grosse Beschränkungen müssen 
eintreten namentlich in den Anwendungen der Quaternionen, 
die in den Lehrbüchern einen breiten Kaum einnehmen, aber 
nach Ansicht der Mehrzahl wenigstens der continentalen 
Mathematiker zumeist besser mit anderen Methoden behandelt 
werden. Dafür werden eine Reihe von Sätzen anzuführen 
sein, die in den Lehrbüchern zu fehlen pflegen, deren Kennt- 
niss aber zu einer klaren Einsicht in die systematische Stel- 
lung der Quaternionen unentbehrlich ist. 

Wir setzen im Folgenden nur das Elementarste aus der 
analytischen Geometrie voraus, sowie einige Bekanntschaft des 
Lesers mit dem Determinanten begriff, wovon übrigens auch 
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noch leicht abgesehen werden könnte. Figuren haben wir nicht 
beigegeben, da solche sich der Leser leicht selbst wird zeich- 
nen können. Sorgfalt aber haben wir anf die Besprechung 
solcher Puokto verwendet, die Missvorstfindnisse vernrsachen 
können, und auch wirklich schon verursacht haben. 

§ 1. Die Ih^hungen. 

"Wir bezeichnen die rechtwinkligen Cartesischen Coordi- 
naten eines Raumpunktes mit je,, a^„ x^^ x\ x\, a.\ seien zu- 
nächst die Coordinaten desselben Punktes in einem anderen, 
ebenfalls rechtwinkligen Coordinatensjstem, das mit dem 
ersten den Anfangspunkt o (origo) gemein haben soll. Bann 
bestehen die bekannten Gleichungen 

(1) y, = c«Jri + c„a-j+CM«8, 

deiTsn Coefficienten a,* = cos(y(, xi\ die sogenannten neun 
fiichtungscosinus bedeuten. Zwischen ihnen bestehen für 
V, A - 1, 2, 3 die itelationen 
-g, 1 — ct,^-\-c^^ + ct? 

= CKC|*-|-c2;Ca4-cs(C» (»4= k) 
und zwar ergeben sich diese Beziehungen schon dann, wenn 
man nur verlangt, dass vermöge eines Systems von Glei- 
chungen der Form (1) für alle "Werthe der Veränderlichen 

werden soll. Es folgt dann weiter in bekannter Weise, dass 

und 

(4) ^ = \ ciifsiCss I = ±1. 

Wir bezeichnen, wie üblich, das System der Gleichungen 
(l) als eine eigentliche orihogonale Substitution, wenn 
neben den Relationen (2) und (3) zwischen den Coefficienten 
«ft noch die Relation d = -[- 1 stattfindet; als eine uneigent- 
liche orthogonale Substitution, wenn A = — 1 ist 
Uachen wir, wie im Folgenden geschehen soll, die Annahme, 
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§ 1. DU Drthungen. 3 

dass A = -f 1 ist, so sind die beiden betrachteten Coordinaten- 
systeme gleicliartig orientirt, d. h. es ist möglich, durch 
eine Bewegung die positiven Richtungen der Äxen des ersten 
Systems mit denen des zweiten zur Deckung zu bringen. Es 
ergeben sich dann ferner die HelatioDon 

Cij = fMCgj — CisCa»! 
(5) c-ii -" CijCsi — CjjCs», 

Ca» = CijCia — CjjCjB, 
aus denen durch cyclische Vertauscbung der Indices noch 
sechs weitere Formeln der Art hervorgehen. 

Wir deuten -nunmehr die Gleichungen (i). indem wir 
unter den Grössen g,^ nach wie vor die Coefficienten einer 
eigentlichen orthogonalen Substitution verstehen, auf eine 
zweite Art: Statt anzunehmen, dass die Grössen Xi uad ^i 
Coordinaten desselben Punktes in verschiedeneu Coordinateo- 
systemen seien, betrachten wir sie jetzt als Coordinaten ver- 
schiedener Punkte in demselben Coordinatensystem. Die For- 
meln (1) stellen dann eine sogenannte Transformation des 
Raumes dar, eine Zuordnung -S, die aus jedem Funkt ^«(^i?,,^,^) 
einen bestimmten anderen Funkt y {äf^, o/j, ^g) hervorgehen 
lässt. Wir wollen diese Beziehung durch die Bezeichnung 

^ x\S]ai' 
andeuten. Diese Zuordnung ist nun offenbar nichts Anderes 
als eine Bewegung, wie sie durch einen starren Körper 
vermittelt wird, der unter Festhaltung des Antangspuiiktes o 
der Coordinaten aus einer ersten Lage in eine zweite ge- 
bracht wird: a^,- und a^i sind jetzt die Coordinaten eines und 
dcsselboD Punktes im Körper vor und nach Ausführung der 
Bewegung. Jede eigentliche orthogonale Substitution, oder, 
wie wir nun lieber sagen werden, jede eigentliche orthogo- 
nale Transformation, stellt also eine solche Bewegung 
dar, und umgekehrt kann man, wenn das Coordinatensystem 
im Räume fest gegeben ist, jede Bewegung, die den Funkt o 
in Ruhe lässt, durch eine solche orthogonale Transformation 
analytisch ausdrücken. 

Satz 1. Jede Bewegimg eines starren Körpers, bei der ein 
Funh. o des Raumes in Ruhe bleibt, ist eine Drehung um eine 
durch diesen PunH gehende Atce. 
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Id dei Tbat, soll ausser dem Anfacgspuakte o noch ein 
zweiter Puükt ir,, ar„ x^ bei der Transiormatioii (1) in Ruhe 
bleiben, so mUssen dessen Coordinaten deu Gleichungen 

genügen 

Ctii»i + (<^ — l)*»+<^s^ — 

cg,a;,4-c„3-,-f (cj3 — l)3fj — 0. 
Diese Gleichungen sind aber zufolge der Relationen (5) wirk- 
lich mit einander verträglich; denn entwickelt man ihre De- 
terminante, so findet sich, nach (5) 

— 1 + {<^l + ft» + Cm) — ("il 4- ''M + ^b) + 1 = 0. 

FUr die Richtungscosinus der Drehungsaxe, die sich verhal- 
ten wie Xiixt'. x^, ergeben sich daraus die Gleichungen 

(6) C08>, : cos^j : cos%s = 

= 1 + Cn — Cit — Cja : Uii-I-Cm icn+'^ii — 
=' "(s-l-c,! : l+cjs — cjs — Cii : Csg-t-Csi — 
= Cst + Cia: (^is+Pgi: l + cgg — cn — c^ : 
Jeder Punkt, dessen Coordinaten sich verhalten, wie diese 
Grössen, wird bei der angenommenen Bewegung in Ruhe 
bleiben. Eine unbestimmte Drehungsaxe kann sieb offenbar 
nur dann einstellen, wenn die betrachtete orthogonale Trans- 
formation sich auf die sogenannte identische Transfor- 
mation 

,/, — j;, , y, — :cg , jt's — «j 

reducirt, die alle Funkte des Raumes in Ruhe lasst. 

Die Frage nach der Bestimmung des Drehungswinkels, 
der zu der orthogonalen Transformation oder Drehung (1) 
gehört, lassen wir vorläufig auf sich beruhen, und ebenso 
die andere nach den Werthen der Coefficienten c,i, die zu 
gegebener Drehungsaxe und gegebenem Drehungswinkel ge- 
hören. Doch wollen wir hier schon eine Art von Drehungen 
betrachten, die für die allgemeine Theorie von besonderer 
Bedeutung sind. 

Wir bezeichnen als ümwendung eine sogenannte in- 
volutorisebe Drehung, d. h. eine Drehung von der Periode zwei, 
oder eine Drehung um den Winkel iz. Eine solche besondere 
Drehung ist durch ihre Axe allein schon bestimmt. Seien nun 
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codi cosX,, cci8>4, cosXj die Bichtungscosinus der Axe, und seien .v 
' '" ^ und af einander entsprechende Punkte, sei ferner 5 (^i ^i 5s) 
'icirai der auf der Axe gelegene Punkt, der die Sohne xaf haibirt, sei 
endlicli d der Abstand dieses Punktes vom Anfangspunkt der 
Coordinaten, gemessen in dem durch die Werthe cosl( be- 
stimmten positiven Sinn der Axe, so ist 

Xi-\-x'i=2li = 2d.cos\ (i-l, 2,3), 
) ™ und d = xj cosi, + Xi cos>^ -\- Xg cosXj, 

"" also, da cos*>i -|-cos*>j+cos'>L5 = 1, 

(7) x\ = (cos*>, — cos'^Xg — cos'Xä)^!, + 

-|-2cos>., eos),f ^'s + 2co8>.i cosi^.arj, 

Es wird also jede ümwendung durch eine sogenannte 
symmetrische orthogonale Transformation ausgedrückt, eine 
solche, deren Coefficienten den Gleichungen ca = nia genügen. 
' Der umgekehrte Satz gilt aber nicht; denn es genügt auch 
die identische Transformation (übrigens aber sonst keine an- 
dere) diesen Gleichungen, 

Die eben betrachteten Umwendungen sind von Bedeu- 
tung wegen des folgenden Satzes: 

Satz 2. Jede Drehung (eines starren Körpers) um einen 
festen Funkt kann durch die Aufeinanderfolge zweier Umwen- 
dungen ersetzt werden. Die Axen dieser ümtüendungea sind 
senkrecht zur Drekungsaxe, und schliessen den halben Drdamgs- 
winkel 8- ein. 

Wir bezeichnen mit |^} die ümwendung um eine durch 
den' Anfangspunkt der Coordinaten o golegte Gerade g, und 
setzen 

um die Transformation S zu bezeichnen, die durch die Auf- 
einanderfolge der (Jmwendungen \g], { h \ entsteht. Seien nun 
zuerst die Geraden g, k willkürlich gegeben, so ist S sicher 
eine Drehung, und zwar eine solche, die die Ebene «j durch 
g und h in Ruhe lässt Die Kormale dieser Ebene im Punkt 
o bleibt dabei offenbar Punkt für Punkt in Rübe; sie ist 
also die Drehungsaxe. g bleibt bei der Ümwendung j^) in 
Ruhe, durch { h ] aber wird g übergeführt in das Spiegelbild 
g" von g in Bezug auf h] der Drebungswinkel (ff,g') ist also 
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das Doppelte des Winkels d, dea g und h einschliesseii. Ist, 
wie im Satze verlangt, umgekehrt die Drehung S gegeben, 
80 kann man g \a der zur Drehungsaxe senkrechten Ebene 
<d des Punktes o beliebig annehmen. Man kann dann leicht 
die zugehörige Gerade h bestimmen: Ist £ keine ümwendung, 
ao nehme man auf ^ einen Funkte an, und suche den durch 
x\S\a,' bestimmten Funkt x': die Gerade h balbirtdann, in 
einem Funkte S, die Seline xa:'. Ist -S aber selbst eine üm- 
weodung, so steht h in o senkrecht auf g, Ist Ä die iden- 
tische Transformation, so wird die Ebene u unbestimmt, und 
g und /i sind irgend zwei zusammenfallende Gerade des 
Strahlenbündels o. 

Hierzu müssen wir, um keine Unklarheit aufkommen zu 
lassen, noch eine Erläuterung fügen. Die Winkel in der 
Ebene w sind, wie bekannt, ihrem Vorzeichen nach erst dann 
bestimmt, wenn über die Richtung der Normale von u, also 
über die Richtung der Drehungsaxo entschieden ist. Ist dies 
geschehen, so sind die Winkel zwischen mit bestimmten 
Richtungen versehenen, sogenannten orientirten Geraden 
bis auf Violfache von 2t. bestimmt. Als Richtung von g be- 
stimmen wir nun etwa die Richtung vom Anfangspunkt nach 
dem angenommenen Punkt x bin: dann hat auch die Gerade 
/ eine bestimmte Richtung, nämlich die nach y hin. Der 
Drehungswinkel 2& ist nun der Winkel, um den man g 
im positiven Sinne drehen rauss, bis a; mit af zusammenfällt, 
vermehrt oder vermindert um ein beliebiges Vielfaches von 
2i:. Der halbe Drehungswinkol ist also *, vermehrt oder 
vermindert um irgend ein Vielfaches von Jv, nicht 27t: Ist, 
wie angegeben, über die positiven Richtungen von g und g' 
verfügt, so ist die positive Richtung von h noch beliebig. 

In der That erfolgt die Bezeichnung bestimmter Rich- 
tungen auf g und ^ durch eine und dieselbe Quadratwurzel 



V.V + V + V - y<* + a/s'+^/, 
während man zur Auszeichnung einer Richtung auf der Ge- 
raden A, oder zur Auffindung der Richtungscosinus dieser Ge- 
raden eine andere Wurzel, nämlich etwa 

(2^,- = J'i + y,) ausziehen muss. 
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Wir werden erst später dazu übergehen, die im Satze 2 
angegebene Zerlegung einer Drehung S auch analytisch aus- 
zudrücken. Hier wollen wir noch zeigen, wie man diesen 
Satz dazu verwenden kann, zwei oder mehrere Drehnngea 
geometrisch zusammenzusetzen. Seien also S und S' zwei 
gegebene Drehungen, und soll nach der Drehung 5 die Dre- 
hung t>' ausgeführt werden, so zerlege man Ä und S' 80,d&S3 

S=r{g\ 1A|, S'- {k]{k] 
wird, 80 also, dass die mit h bezeichnete Gerade in die Schnitt- 
ünie der zu S und S' gehörigen Ebenen w und w' fällt. 
(S. oben.) 

Es ist üblich, die ans S und S' zusammengesetzte Dreh- 
ung S" nach Art eines Products durch Nebeneinander- 
schreiben dor Symbole S, S' zu bezeichnen, wie wir os im 
Falle von Umwendungen \g\ und {h] schon gethan haben. 
Wir haben also 

S"= SS' = y\{k} [k] {k] = yi \i]: 
denn die mit |A| bezeichnete Umwendung führt, zweimal 
hinter einander angewendet, zur identischen Transformation. 
Ob man, wie hier, erst -S" und dann S' ausführt, oder erst S* 
und dann S, das wird für das Resultat nicht gleichgültig sein. 
Wir drücken diese auf der Hand liegende Thatsache aus in 
dem ersten Theil des Satzes: 

Satz 3. Zwei Drehungen S und S' sind im Aügemeinm 
niclit vertaaschhar. Aber Ih-eJumgeti um dieselbe Am sind ver- 
tauscJthar. und ebenso ztoei Umwendungen um Axen, die ein- 
ander senkrecht schneiden. 

Im ersten der genannten beiden Fälle ist die Reihenfolge 
der beiden Operationen ganz offenbar gleichgültig, sie ist es 
aber auch im zweiten: Das Resultat ist dann die umwen- 
dung, deren Axe auf den Axen der gegebenen Umwendungen. 
senkrecht steht. Ks ist, beiläufig bemerkt, nicht schwer zu 
zeigen, dass die genannten Fälle die einzigen sind, in denen 
„Vertausch barkeit" zweier Bewegungen eintritt; wir werden 
aber von diesem Satze keinen Gebrauch zu machen haben. 
So übergehen wir auch verschiedene geometrische Folgerun- 
gen, die sich an den Satz 2 knüpfen, und fügen nur noch 
einige allgemeine Bemerkungen hinzu. 
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Satz 4. Die Drehunffen um einen festen Punkt bilden eine 
Gruppe, dae Itfiset, zwei oder melirere saldier Drehungen hinter 
einander ausgeführt ergeben immer wieder eine Transformation 
gleicher Eigenschaft, eine Drehung. Diese Gruppe ist dreigliedrig, ' 
d. h. ihre allgemeine Transformation hängt von drei wülkürliehen 
Grössen, sogenannten Parametern, ab. Sie ist femer continuir- 
liah, d. h, man kann von jeder ihrer Transformationen continuir- 
lich zu jeder anderen übergehen. Ihre Transformationen lassen 
dch paarweise als „Entgegengesetzt^'' \g\ \h\ und \h\ \g\ ein- 
ander zuordnen, derart, daas je zwei zusammengehörige hinter 
einander ausgefiÜvrt die identische Transformation ergeben. 

Der Inhalt dieses Satzes ist trivial; der Satz verdient 
aber gleichwohl hervorgehoben zu werden, weil eben auf 
diesen Thatsachen ein Theii unserer Folgerungen beruht. 
Als die drei Parameter, von denen im Satze die Rede ist, 
kann man etwa zwei Bostimmungsstücke der Drehungsaxe 
und den Drehungswinkel wählen. Dass die Gruppe conti- 
nuirlich ist, sagt aus, dass man einen starren Körper (von 
dem ein Punkt festgehalten wird) durch eine conti nulrlicbc 
Reihe von Zwischenlagou aus jeder Anfangslage in jede End- 
lage überführen kann; der letzte Theil des Satzes aber besagt 
nur, dass man diesen Körper auch wieder ■— durch eine 
Drehung — in seine Anfangslage zurückbringen kann. 

Um zwei Drehungen Ä und Ä" analytisch zusammenzu- 
setzen, drücken wir die erste, mit den CoefBcienten (■«, durch 
die Gleichungen (1) aus, die zweite schreiben wir entsprechend, 
bezeichnen aber die unabhängigen Veränderlichen imtxfi,x'i,a^^. 

Xi" =• c',13;', + c',^af., 4- c'aVj (i - 1, 2, 3). 
Die zusammengesetzte Transformation S" — SS" entsteht dann 
durch Substitution der Werthe der Grössen y^ aus (1): 
x/' — cti'xj -j- Ci-i'Xi + ca"jrj (t = 1, 2, 3) 

(8) c,*" - o-acu + '■■'flCit + c',3%i {^, A = 1, 2, 3> 

Natürlich kann man es auch durch Rechnung verificiren, 
dass diese neun Grössen wieder Coelficienten einer eigent- 
lichen orthogonalen Transformation sind. Ist c',» = cw für 
t, Jt — 1, 2, 3, so reducirt sich die zusammengesetzte Trans- 
formation auf die identische. Die Entgegengesetzte der 
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Transformation, deren Coofficionten die Grössen cj, sind, hat 
ako die CoefGcienten ct,, oder, wie man sich ausdrückt, sie 
geht aus der gegebenen durch Transpositioo hervor. 

Wir boschliessen diese Darlegungen mit einer "Weiter- 
bildung der oben an dem Beispiele der Drehung;en angeführ- 
ten symbolischen Bezeichnung für die Aufeinanderfolge meh- 
rerer Transformationen. Diese Bezeichnungsweise führt dahin, 
die durch Wiederholung einer und derselben Transformation 
Ä entstehenden Transformationen in der Form von Potenzen 
zu schreiben: S* ^ SS, S^ = SSS, u. s. w. Diese Reibe 
kann man nun auch nach rückwärts fortsetzen: man kann 
demnach die identische Transformation durch das Zeichen 
iS*, oder sogar — symbolisch — durch das Zeichen 1 dar- 
stellen: Die identische ist eben die Transformation, die nach 
Art eines Factors anderen hinzugefügt, diese gar nicht ändert. 
Ferner ergiebt sich für die Entgegengesetzte der Transfor- 
mation S das Zeichen S*~'; Die symbolischen Gleichungen 

ÄÄ-i -S>~ S-'S oder ÄS-^ - 1 - S-^S 
sagen dann aus, dass diese beiden Transformationen einander 
aufheben. 

Haben wir mehrere Transformationen Sj, Sß, Sy, . . . 
hinter einander auszuführen, so können wir in dem „sym- 
bolischen Product" SaSßSy . . . auf einander folgende Factoren 
beliebig ^zusammenfassen. Es gilt allgemein die Regel 

(9) {S.S^)S^ ~ S^{SßS^), 

die man als associatives Gesetz der Transformationen be- 
zeichnet. Folgen zwei Factoren wie Sg und Sg~^ unmittelbar 
auf einander, so können sie unterdrückt werden: Jede Um- 
wendung z. B., die zweimal hinter einander vorkommt, kaun 
unterdrückt werden; denn eine ümweudung ist identisch mit 
der ihr entgegengesetzten Transformation. Vertauschen kann 
man dagegen die Factoren eines symbolischen Productes 
SaSßSy . . . im Allgemeinen nicht, ohne das Product selbst 
zu ändern. 

Die Entgegengesetzte einer als symbolisches Product ge- 
schriebenen Transformation kann leicht bestimmt werden: 
Es ist: 

(10) {S^Sß . . . S^S,)~^ = S^-^S^-K . . Sß-^ S^-K 
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% S. Die Enler'schen Parameter. 

Nachdem wir In § 1 geseheo haben, dass die neun 
Richtungscoeiüus e,i sich — natürlich auf mannigfiiche Weise 
— durch drei von einander unabhängige Grössen müssen 
ausdrücken lassen, versuchen wir jetzt, eine solche Darstel- 
lung zu finden. Es ist nun nicht schwor, alle Grössen c-,k 
durch geeignete drei unter ihnen selbst, etwa durch die drei 
Grössen Cn, Cts, Cgj auszudrücken, wie von Monge, wahr- 
scheinlich aber vorher schon von Euler bemerkt worden ist. 
In der That haben wir, nach (2) und' (3), 

— 1 = — 6-],* — Ciä' — C,3^ 

1 = <Ht-\- «^Ä«* + Ca*, 
1 = '•■]»'' + «^sb' + c»a*, 
also ««' + %»' = l+'.-,i' — Ca**— tgs"; 

femer nach (5) 

ScjäCflg = — 2e.iY + 2<;,aC3s, 
daher (c^g + c^)* = (1 — fj,)* — (r„ — da»)', 

(caa— Cssf = (1 + "ii)' — (csa + Cja)'; 
setzen wir also zur Abkürzung 

4mo — 1 + '•"n + "lg + cgj, 

■jj, 4nij = 1 + "ii — <^i* — Cs3, 

4jng _ l — c,, -^ Cii — «SS, 

4m.j — 1 — C|, — Cn-\- ''ss, 
so folgt ^ ^ _ ^ 

c^ ■= 2(Vm, y.«« -I- y»«„ y.«,) 
«'SS - 2(ymj y^ — y»i; y^). 

Aus diesen beiden Gloichungon ergeben sich dann die 
Werthe der übrigen Coefficienten c,i durch cyclische Vertau- 
schung der Indices 1, 2, 3. Allerdings kann dieser Schluss 
nicht ganz ohne Weiteres gemacht werden. Denn es wäre 
denkbar, dass in dem Ausdruck von ca, z. B. die Wurzeln 
mit anderen Vorzeichen zu nehmen wären. Das ist indessen 
nicht der Fall, wie man sich durch Substitution der berech- 
neten Worthe in die Formeln (2), (3l, (5) überzeugen kann. 

Aus den Formeln (11) und (12) kann man nun eine 
Darstellung der Coefficienten c,* durch drei von einander un- 
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^hängige Grössen, oder, was auf dasselbe hinaaskommt, durch 
Tier TCD einander unabhängige Yerhältnissgrössen herleiten, 
die der in den Formeln (11) und (13) selbst enthaltenen, auf 
dem Gebrauche irrationaler Grössen beruhenden Darstel- 
lung vorzuziehen ist. Wir setzen zunächst Vm^ — «,■ {i— 0, 
1, 2, 3) und erhalten dann die Gleichungen 
1 ™ «„' + a,* + a»* + a9*, 
tii — a„* + =^'— «»'— «s't 
%= 2(Ki(Rs + a,a,), C:« — 2{aj«3 — a,a,), 

u. s.w. Jetzt sind also die Grössen ca rational durch vier Grössen 
oi( ausgedruckt. Diese sind nun allerdings nicht von einander 
unabhängig; wir mögen aber bemerken, dass wir die in der 
ersten unserer Gleichungen liegende Beschränkung beseitigen 
können, wenn wir allen Ausdrücken c* einen Nenner 
«0*+ «i' + «s' + «3' hinzusetzen, der ja den Werth Eins hat, 
und dessen Zufügung daher die Wertbe dieser Ausdrücke 
nicht ändert. Jetzt aber erscheinen die Grössen c,* als so- 
genannte homogene Functionen vom Grade Null: In den 
neuen Ausdrücken kann mau, ohne eine Aendorung ihrer 
Werthe herbeizufühi-en, die Grössen a, mit einem beliebigen 
Factor p multipliciren. Die obige Beschränkung ist also 
nunmehr aufgehoben. 

Um in den Rechnungen die unbequemen Brüche der 
Form nach zu vermeiden, schreiben wir die Grössen ca selbst 
schon in Gestalt von Brüchen mit gemeinsamem Nenner, 
d. h. wir setzen 

(13) cft - ^ {i,k = l, 2, 3) 

«00 
wodurch die üeiationen (2) . . , (5) in die folgenden übergehen : 

«00* — «K* + ai?+ oa.* = «fl' + '>ö* + «13*1 

Ä = ! «]1«M«38 I " «00*, 

Oooa,, — «««M — «(»«3» 7 
tiüoflss ~ "«"si — ^hifhi I 

OgolB» — Ogiais— Oll "M, U. 8. f. 

Die diesen Gleichungen (14) genügenden zehn Grössen 
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Odo, a'* lassen sieb dann durch die Grössen an wie folgt aus- 
drücken : 

(15) 

«00- V+«i* + V + «s', 

Oll — «»* + «1* — «S* — ä^'- 

O»» - «0* — «1* + «i* — «8*. 
«SB — «fl*— «I* — «i* + O,», 

a« — 2(«,ces-f «dOt,), ^a» — 2(a,aj - «««1), 

«81 — 2(as«, +ao«2), a,s — 2{ot8«i — «oa»)i 

a,j — 2 (a, o, -j- OflO,), a« — 2{a, a, — «oas). 

Die Grössen oa, ooj und ebenso die Grössen a, sind hier nur 
als Verhältnissgrössen anzusehen: Eine Aenderung der 
Grössen a, um einen allen gemeinsamen Factor ändert die 
Werte der durch die Gteichnngen (13) gegebenen Transfor- 
mationscoefficienten c^ nicht. 

Vorhin haben wir die drei Grössen c„, Cj,, c^, als ge- 
geben angesehen, und wir haben die Verhältnissgrössen =tj 
durch irrationale Ausdrücke dargestellt erhalten. Daraus aber 
folgt nicht, dasB diese Grössen a, auch dann noch irrational 
sein müssten, wenn wir die sämnitlichen GoetScienten ca als 
gegeben betrachten. In der That lassen sich zwar nicht die 
Grössen o(( selbst, wohl aber deren Verhältnisse — auf die 
es allein ankommt — unter dieser neuen Voraussetzung 
rational darstellen. Wir erhalten nämlicb durch Auflösung 
der Gleichungen (15) nach den Grössen a,*, a,a» die Glei- 
chungen 

400* ■= flo» + 0,1 + «M + «»3. 

4a,* = fluo + oji — Oj, — öjj, 
4aj«s — aM+«M, ioo«! — ««— "s» 

u. s. w.; es bestehen also die Proportionen 
(16) 

oo : a, : a^ : a, 

= (a,s— Hs») : (aco+«ii — a»»— oss) : (oia+Oii) : («si+aj») 
= ("81— Ojs) : (ait+Oai) ■ (a»— au+«»*— «ss) : («(»+«8») 
^ («it— ««) ; («si-htis) : (ots+isi) : (om— «ji— "»s+ass) 
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Die in diesen Formela enthaltetien Relationen zwischen 
den Grössen a^ sind mimitte^faOTB Folgernngen der BelaläoDeD 
(14): Wir können also in der That, wenn die Grössen 0^0, 
Oft oder die Grössen cg, gegeben sind, die Verbältnisse der 
Grössen o,- auf nationale Weise ermitteln. . Diese Ermittelung 
aber ist unter allen Umständen möglich. Denn wenn es 
auch möglich ist, dass alle die Grössen, die in den For- 
meln (16) in einer bestimmten Horizontalreihe stehen, gleich- 
zeitig verschwinden, so kann es doch nicht vorkommen, dass 
dies für alle Horizontalreiben zugleich eintritt: Denn dann 
müssten alle Grössen a^ zugleich verschwinden, während 
doch Ooo jedenralls von Null verschieden ist. 

Wir haben hiermit den wiebtigen Satz begründet: 

Satz 5. Die Coefficienten ca = «a ■* <ho «'»er eigentlichen 
orthogonalen Tramformalion lassen sich, mit IJülfe der Formeln 
(15) rational darstellen durch vier unabhängige Verhäitnisagrösaen 
«j, und dttse wieder rational durch die Grössen ca mit Hälfe 
der Formeln (16). 

Die hiernach der orthogonalen Transformation oder Dreh- 
ung eindeutig- umkehrbar zugeordneten Verhältnissgrösson 
Xj* heisson nach ihrem Entdecker die Euler 'sehen Para- 
meter der Transformation oder Drehung. 

Unmittelbar ergeben sich einige Folgerungen. Die Ent- 
gegengesetzte der Bewegung mit den Paramctorn ^■.XjiXi.a.^^ 
also nach § 1, die orthogonale Transformation mit den Coeffi- 
cienten (/,* = (!i( oder a'iK)=aoB! «'<*="«> hat die Parameter 
«0 : — «1 : — aj: — «3, Die Umwendungen sind gekenn- 
zeichnet durch das Verschwinden dps Parameters «,,: Die 
Ausdrücke (15) reduciren sich auf die Coefficienten der Glei- 
chungen (7), wenn wir 

«0 "= 0, *! — cos>|, Kj — cosX^, «3 = cos^a 
setzen. Endlich ist die identische Transformation ge- 
geben durch die Gleichungen a^ = 0, «* = 0, a^ = 0. Der 
letzte Parameter xn ist beliebig und kann z. B. gleich Eins 
gesetzt werden. 

Dass es nicht zweckmässig ist, auch im Allgemeinen 
diesen Parameter gleich Eins zu setzen, wie es zuweilen ge- 
schieht, ergiebt sich aus dem vorher Gesagten; von anderen 
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Np-chtbeileD abgesehen würde dann der Satz 5 seine Gültig- 
keit verlieren, indem die Umwendungen TOn der Darstellung 
durch die Euler'scben Parameter ausgeschlossen vürden. — 

Nachdem wir nunmehr eine einfache Darstellung der 
Coefficienten c« durch vier Verbältnissgrössen kennen gelernt 
haben, erheben sich zwoi weitere Fragen: "Welches ist die 
geometrische Bedeutung der Euler'scben Parameter? Und 
wie kann man aus den Parametern x,- und t^i zweier gegebe- 
ner Transformationen Ä und S" die Parameter ot*" dor zu- 
sammengesetzten Transformation S" — S9 (e. § 1) ableiten? 
Es ist zweckmässig, die erste dieser Aufgaben erst nach Ab- 
leitung weilerer Hulfsmittel in Angriff zu nehmen, und zu- 
nächst die zweite zu erledigen. 

Wir schreiben zu diesem Zweck die Gleichungen (8), dio 
uns die Coefficienten der Transformation $" liefern, nunmehr 
ebenfalls in homogener, d. h. gebrochener Form: Wir setzen, 
wie vorhin 

- _ °'* „' <*'** „ » —<^" 

^a ~ — 1 Cft =■ -7-1 '^ — —f,' 

"w »00 «M 

Bestimmen wir dann, was uns frei steht, dass 

(17) «oo" — ««-«'w 

sein soll, so eriialten wir an Stelle der Gleichungen (8) nun- 
mehr die Oteicbungen (17) uud 

(18) (irt" = <i'(iau + a'«aa + n'«aa (t, A — 1, 2, 3). 
Hier substituiron wir nun für die Grössen an und a'n ihre 
Ausdrücke durch die Parameter oc, und a.'t aus den Gleichun- 
gen (15). Die Grössen a,t" werden dann ganze homogene 
Functionen zweiten Grades sowühl der Parameter a, als auch 
der Parameter k',. Hierauf können wir mit Hülfe der For- 
meln (16j die Verhältnisse der Parameter oe," finden, und 
zwar erhalten wir nicht weniger als vier verschiedene Aus- 
drücke für diese Verhältnisse. Diese Vielgestaltigkeit der 
Ausdrücke «<" kann nun nur daher rühren, -dsss die aus 
irgend einer bestimmten Horizontalreihe in (16) stammenden 
"Werthe alle mit einem gemeinsamen Factor behaftet sind, 
der von einer Horizontalreihe zur anderen wechselt: Krst 
wenn wir diese störenden Factoren unterdrückt haben werden, 
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därfen wir einfache Ausdrücke für die Gröesen «(" erwarten. 
Die Abscheidung der geaannten Factoren erfordert einige 
Rechnung, bietet aber keinerlei Schwierigkeit. Benutzen wir 
etwa in (16) die erste HorizoDtalreibe, und eetzen wir dem- 
gemäss vorläufig 

poo" - auo"+ «1," + <ht" + Im", 
p«i" — Obb"— Os»", päts" — «si" — «ib" psts" — a,,"— Oj,", 
80 findet sich, nach Substitution der Werthe von a,/' aus 
(17), (18) und (15), dass pV' ein Quadrat ist; 

pa," — 4((Xu«o'— «,«/— ajo»'— OsOa')*- 
Der den Ausdrücken pa," gemeinsame Factor muss also ein 
Vielfaches des biüneareo Ausdrucks a^a'o — oe,a'j— a,oe'a — «sk's 
sein ; und in der That findet man, wenn man z. B. im Aus- 
druck von pÄi" die Glieder zusammenfasst, die in die Grossen 
ova'o, — a,a'] u. s. f. multiplicirt sind, dass alle diese Grössen 
denselben Factor haben und dass die übrigen Glieder ein- 
ander gegenseitig zerstören: ' Es ergiebt sich 

pOj" ^ 4 («fl«'^ «jO'j — Kgix'j — «s^'s) • 

■ («o«'i -H *i«'o 4- oast's — «3=('s) 
Setzen wir also p = 4(a(,a'o — «lät'j — «»«', — oa^'a), so erhal- 
ten wir die Gleichungen 

Oj, ' ■- o^iOj — äCiät'i — öCjOt'j — otja j , 

Oj" "- ao*'i + "ii't'o "I" "t«'» — "^'i 1 

Oj" — «„«'s -(- Oja'o -H Ojä's — «s«',. 
Eiiermit haben wir die Lösung unseres Problems. 

Die Gleichungen (19) leisten nun aber noch etwas mehr, 
als was wir von ihnen erwarten durften. Bilden wir näm- 
lich jetzt, mit Hülfe der Formeln (\b), unmittelbar die Coefö- 
cienten aoo", ant" der orthogonalen Transformation, deren Para- 
meter die Grössen a," sind, so erweisen sich diese nicht nur, 
wie vorauszusehen, als proportional zu den Grössen aw",««", 
die durch die Formeln (18) erklärt sind, sondern sie stimmen 
mit ihnen genau überein. Wir können also nunmehr den 
Satz formuliren: 

Sats 6. Die JÜuler'scJien Parameter «/' der aus zwei Dreh- 
ungen S und S' zmamntengetetzten Drehimg S" = Si& lassen 
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sich, mü Hülfe der Formeln (19), darstellen ds bUineare hamo- 
gene I'unction&i der Parameter tti vnd x'f von S und S', 

Man bestätigt mit Hülfe dieses Satzes ohne Weiteres die 
vorhin scboa abgeleiteten Sätze über die Parameter der Dre- 
hung Ä-', und über die Parameter der Ümwondungeo und 
der idontischen Transformation. 

Die Formeln (19) sind, wie es scheint, zuerst im Jahre 
1843 von dem fraozösisehen Mathematiker 0. Rodrigues 
veröffentlicht worden. Später (1845) bat sie Cayley aus der 
von Hamilton begründeten Quaternionontbeorie hergeleitet; 
der Satz 6. war aber schon im Jahre 1820 im Besitze von 
Gauss, wie aus Aufzeichnungen hervorgeht, die sich neuer- 
dings in dessen Nachlass gefunden haben. Für uns dienen 
die Oleichungon (19), entgegen dem Gedankengang von 
Cayley, als Ausgangspunkt für die Quaternionenrecbnuug. 

§ 3. Die Hamllton'schen Quatemlonen. 

In unseren bisherigen Betrachtungen haben die Para- 
meter o,' zuerst nur die Bedeutung von Verhältnissgrössen 
gehabt. In .den Formeln (19) aber haben wir eine Regel vor 
uns, nach der aus zwei Systemen solcher Parameter ein völlig 
bestimmtes drittes hergeleitet werden kann, denn in diesen 
Formeln treten nicht mehr nur die Verhältnisse, sondern die 
Werthe dieser Grössen selbst auf. Wir wollen nunmehr diese 
Formeln einem genaueren Studium unterwerfen, wobei wir 
vorläufig gan» abseben von ihrer Beziehung zu den Formeln 
Eulers. 

Wir nennen eine Quaternion den Inbegriff von vier 
Grössen (rationalen oder irrationalen, positiven oder negativen 
Zahlen) og, a,, a,, o^, die bestimmt geordnet sind, und wir 
bezeichnen diesen Complex durch das schon von Gauss 
verwendete Symbol 

(Ofl, «,, ota, =ta). 

Die Grössen k,- nennen wir die Coefficienten der 
Quaternion. Diese selbst aber mögen wir da, wo kein Miss- 
Torstündniss entstehen kann, kürzer auch durch einen einzigen 
Buchstaben bezeichnen: 

a. = (ot,, a„ a,, ag). 
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Zwei solche QuaterniODen a, ß betrachten wir dann und nur 
dann als einander gleich, wenn ihre entsprechenden Coeifi- 
cienten einander gleich sind; wir schreiben zur Abkürzung 

iK - p, wenn x^ = %, «i - ßi, «s - ß*, «s = ßs- 
Unter der Summe a+ß zweier Qtiaternionen «, ß verstehen 
wir sodann die Quaternion 

(20) « + ß'-(ao + ßo, a, + ßi, «i + fe, «j + ßa), 

und wir bezeichnen dentgemäss als „Q u a te rn i o n !N u 1 1" 
die Quaternion (0, 0, 0, 0); Sie werde durch dasselbe Zeichen 
dargestellt wie die Null im Rechnen mit einzelnen Zahlen: 

(21) - (0, 0, 0, 0). 

Es ist danach a + = «, a + ß-ß+«, 

(« + ß)+Y-«+(ß + Y)-=' + ß + r- 
Äddiren wir eine Quaternion a.{m — 1) mal zu sich selbst, 
so entsteht die Quaternion (mog, mo,, mog, niOj,), die wir mit 
wia bezeichnen werden; und indem wir diese Definition des 
„m-fachen" einer Quaternion auch auf den Fall ausdehnen, wo 
meine gebrochene oder irrationale positive oder auch negative 
Zahl ist, ergiebt sich die weitere Definitionsgloichung 

(22) m« — (wo*, "1*1, '»*i5 "i«s'- 

Aus diesen naheliegenden Begriffsbestimmungen folgt nun 
sofort: 

Satz 7. Jede Quattmion kann, auf eine einzige Was«, 
dargeüeüt werden als eine Summe von Vielfachen der mer ape- 
deüen Quaiemionen 

^ = {1, 0, 0, 0), 

e, = (0, 1, 0, 0), 

*^^* et = (0, 0, 1, 0), 

«a = (0, 0, 0, 1). 

In der That ist offenbar 

(24) « = (0«, a„ «„a^,) = «»«o + «i«i +ä^*s+ Vs- 

Wir nennen diese Vielfachen, also die Quaternionen 
(«0, 0, 0, 0), (0, a,, 0, 0) u. s. w. zum unterschiede von 
den Coefficienten ««,«„. . . , die nicht selbst Quaternionen, 
sondern einzelne Zahlen sind, die Componenten der Qua- 
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ternion k. J)ie specielleQ Quaternionen c< heissen Quater- 
nionsn-Eiubeiten oder kürzer EiDhciten; die £inbeit 
«0 insbesondere, der im Folgenden eine ausgezeichnete Kollo 
zugetheilt wird, werde Maiipteinheit der Quaternioneii 
genannt. 

Wir wenden uns nun zurück siii den Formeln il9). Diese 
enthalten eine Anweisung, aus zwei Quaternionen % und a.' 
eine dritte a" herzuleiten. Wir drücken diese Kegel nach 
Analogie der uns bereits geläufigen Bezeichnungsweiso 
SiS' — S" für die Zusammensetzung zweier TransformationOD 
dui'ch die symbolische Gleichnng 

(25) («0, «1, «»1 ««) ■ («o'' ''■'i ^^''i *s'' ~ ''^"i *i"' ='*"i "s"' 
oder kürzer durch die symbolische Gleichung 

(26) ««' - a" 

aus, die also Nichts weiter sein soll, als eine für die Zwecke 
der Rechnung abgekürzte Schreibart der Gleichungen (19), 
ohne deren Beifügung sie sinnlos wäre und wirklichen In- 
halts entbehren würde. Diese Verknüpfung zweier Quater- 
nionen a, a.' zu einer dritten a", die sich, fast in derselben 
Bezeichnungsweise i25) schon bei Gauss findet, ist nun, wie 
sich sogleich zeigen wird, in manchen Beziehungen, wiewohl 
nicht io allen, analog der Multiplication zweier einzelner 
Zahlen u, a'. Man bezeichnet daher nach dem Vorgange 
Hamiltons, die genannte Verknüpfung ebenfalls als Uul- 
tiplication. Die Quaternion a" heisst also das Product 
der Quaternionen =t und a', mit * als erstem und a' als zweitem 
Factor. Auch wir wollen uns dieser einmal eingebürgerten 
KuDStausdrücke bedienen; wir wollen aber im Auge behalten, 
dass eine Nöthigung zu solcher Bezeichnung nicht vorliegt, 
und dass irgend ein anderes Wort, z. B. Composition, dieselben 
Dienste leisten würde. Nun ergiebt sich sofort: 

Satz S. Die MulMpliGation der Quaternionen iit mü der 
Addäion durch das sogenannte diatrUniiive Gesetz verknüpft^ 
d. h. es ist 

(27) x(ß-|-Y)-*ß + *r. («-i-(i)v = «T+ßT- 
Hieraus folgt, .^asa-man, um das sogenannte Product 

zweier Quaternionen a, a' zu bilden, so verfahren kann, dass 
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man zunächst die Producta der specietlen als „Einheiten" be- 
zeichnoteu Quaternionen aufsucht: £b ist ja 

a«'- 2a,<',.ta'tet - S< St «.-«'». (e.-«,) 



DIq Producte der Einheiten aber ergeben sich aus den For- 
meln (19), wenn man darin für die Grössen a,- und afy aus 
den Defioitionsgleichungen (23} auf alle möghcben "Weisen 
die CoefEcienten von Einheiten substituirt. So entsteht die 
folgende Tafel, worin im Durchschnitt der dem Index i ent- 
sprechenden Horizontalreihe und der dem Index k entspre- 
chenden Verticalreihe der Werth des Productes e.ei, d.h. die 
durch dieses Product dargestellte Quaternion eingetragen ist 



(28) 



Offenbar kann diese Tafel in Verbindung mit den Glei- 
chungen (24), <26), (27) die Gleichungen (19) Tollständig er- 
setzen. Wir können daher unsere weiteren Bemerkungen 
an sie anknüpfen. 

Zunächst tritt jetzt die eben auf dieser unserer Defini- 
tion der „Multiplication" beruhende ausgezeichnete Stellung 
der Haupteinhoit e^ hervor: Diese ändert, einer beliebigen 
Quaternion « als Factor hinzugefügt, diese Quaternion gar nicht: 

(29) ^1)51 — ae« -= a. 

Die Haupteinhoit nimmt also bei dem Eechnen mit Quater- 
nionen eine ähnliche Stellung ein, wie die Zahl Eins beim 
Rechnen mit einzelnen Zahlen. — Setzen wir in (29) links an 
Stelle von e, eine Quaternion der Form 
meo = im, 0, 0, 0) 
so ergiebt sich 

(30) (wifio)« - a{meo) — »na, 
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d. h. wir erhalten dasselbe Froduct, wie wenn wir die Qns- 
ternion mit der Zahl m multipticirt hätten (s. oben Nr. 22). 

Quaternionen dor Form me^ beissen in der Quaternionen- 
tbeorie scalare Quaternionen, von scala, da sie sich in 
vieler Hinsicht verhalten wie einzelne (unbenannte) Zahlen 
m, die man den Stellen eines Maasstabs zuordnen Icann; die 
Üoniponente ti^e^ einer beliebigen Qiiaternion x beisst dem- 
nach der Scalartbejl dieser Quaternion und wird mit S(ot) 
oder noch einfacher mit Sa bezeichnet: 

(31) «« = ooft). 

Im Gegensatz dazu beisst die Summe der drei übrigen 
Corapononten der Vectortheil der Quaternion, und die 
Quaternion selbst heisst eine vectorielle Quaternion 
oder kürzer ein Voctor, wenn ihr Sealartheil verschwindet. 
Der Vectortheil von « wird mit Vx bezeichnet, so dass also 

(32) Va. - «,f, +«,«, + as^s, 
und 

(33) «-«■«+F«. 

Das Quadrat eines Vectors ist immer eine scalare Qua- 
ternion mit negativem Coefficienten: 

(34) (niei + "i'ii + »'ae3)"— — ini'+ns*+V)-«o- 

Sagen wir, zwei Quaternionen a, ß seien eigentlicb- 
vertauschbar, wenn aß = ßa ist, und uneigentlieh- 
vertauschbar, wenn xp fia ist, so gilt weiter der 

Satz 9. Zwei Quaternionen «, ß ilnd im Äügemeinen in 
keinem Sinne verlausclibar. Sie sind aber eigenÜich-veHaagchbar, 
wenn eine Relation der Form 

Wo . ö» + w, . a -f m^j , ß — 

beetekt, uorin m«, m„, mß Zahlen bedeuten, und sie sind vn- 
eigenüich-vertauschbar, wenn sie beide Vectoren sind, die in der 
Beziehung S{ix.^) — stehen, Vectoren also, deren Coefjieienien 
durch die Relation 

«,A + ö'.ß. + «3ß, -0 

verbunden sind. 

Dass hiermit alle Fälle aufgezählt sind, in denen das 
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Froduct ^ ein numerisches Vielfaches des Froductes aß ist, 
erwähnen wir nur beiläuSg. (Vgl. Satz 3 in § 1.) 

Nachdem wir nunmehr den Begriff der „Multiplicatioa" 
zweier Quaternionen entwickelt haben, können wir jetzt den 
wesentlichen Inhalt der Sätze 5. und 6. in folgender Form 



Satz 10. Zu jeder von NuÜ verscliwdenen Qualemion gehört 
eine bestimmte Drehung, UTngeke/irt aber gekSren zu jeder Dre- 
hung CO* Quaternionen, die dch um nutnerieche FaOoren von ein- 
ander untereclieiden. 

Drehuaigm werden dadurch zusammaigetetzt, das» man ztcei 
der adsprechetiden Quaternionen, in der gehörigen Reihenfolge^ 
mit einander mtiÜiplieirt. 

Zu der identischen Transformation gehören in diesem 
Sinne offenbar die scalaren Quaternionen, und ebenso ge- 
hören zu den Umwendungen die Vectoren, und insbesondere 
zu den Umwendungen um die Coordinatenaxen die Einheiten 
^ii ^»1 ^3 und ihre numeriscben Vielfachen. 

Wir hatten nun gesehen, dass die Zusammensetzung der 
Drehungen das in der Formel {SaSfi)Sy = Sa{SfSy) aus- 
gedrückte associative Gesetz befolgt. Ein entsprechender Satz 
gilt ^r die Multiplication der Quaternionen: 

Satz 11. Die j^MuUiplieation der Quaternionen" genannte 
Operation befolg das »ogenannte assoeiative Ges^: 

(35) («[J)Y-a(ßY)-aßy. 

Auf Grund des Satzes 8. genügt es, den Satz 11. für 
den Fall zu beweisen, dass ec, ß, y irgend drei Einheiten 
sind; was natürlich mit Hülfe der Tafel (28) ohne "Weiteres 
ausgeführt werden kann. 

Die nunmehr entwickelten Grundbegriffe derQuaternionen- 
theorie setzen uns in den Stand, auch die übrigen in § 1 
dargelegten auf das Kecbnen mit Symbolen S bezüglichen 
Hegeln auf die Quatemionenrechnung zu übertragen; es er- 
geben sich aber dabei einige Abweichungen, die darin ihren 
Grund haben, dass die Zuordnung zwischen Drehungen und 
Quaternionen nicht eindeutig-umkehrbar ist. 

Wir nennen, mit Hamilton, Norm einer Quaternion k 
den Ausdruck 

(36) >V(oc) = ocoH%*+«i''+«3', 
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also die früher (s. Nr. 15) mit a,^ bezeichnete Grösse, Dann 
kann der Inhalt der Formel (17) in dem folgenden in etwas 
anderer Ausdrucksweise bereits bei Ealer vorkommenden 
Satz ausgedrückt worden: 

Satz 12. Die Norm einta Produeta von Qaatertdonen ist 
ffUich dem Froduct der Normen der Factoren: 

(37) AVO = A'(«V) = N(^).N{x'). 

Da die Norm einer Quaternion die Summe der Quadrate 
der Coeffieienten ist, so kann sie nicht verschwinden, ohne 
dass die Quaternion selbst verschwindet. Daraus ergiebt 
sich ein Satz, der übrigens implicite schon in dem Satze 10 
enthalten ist: 

iiat3 IS. Das Produd a«' zweier Quatemionen kann nicht 
verechwmden, ohne dass einer der Factoren versohtbindet. 

Wir nennen ferner Conjugirte einer Quaternion 

die Quaternion 

(38) « — otoeo — «161— age»— Kje,, 

oder, in der Bezeichnungsweise Hamiltoa's, die Quaternion 

(39) Äa _ ««— F«. 

Dann ist die Conjugirte der Conjugirten einer Quaternion 
diese Quaternion selbst, a = a oder KKx •=^ x. Zu eonju- 
girten Quatornionen geboren entgegengesetzte Bewegungen 
im Sinne des Satzes 10 (vgl. S. 8,9). Eine scalare {vec- 
torielle) Quaternion ist eine solche, die ihrer conjugirten 
gleich (entgegengesetzt gleich) ist. Das Product einer 
Quaternion und ihrer Conjugirten ist eine scalare Quaternion, 
deren Coetficient die Norm ist: 

(40) XX ~ x% -- N{%).e^~. A'(«).fo 

In der Conjugirten einer Quaternion habon wir also ein 
Aequivalent lür das in § 1 eingeführte Symbol S~^. Da 
aber die Beziehung zwischen Drehungen und Quaternionen 
unendlich-vieldeutig ist, so kann eine zweito Zuordnung 
zwischen Quatornionen gefunden werden, die der Beziehung 
zwischen den Symbolen S und S-' noch genauer entspricht: 
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Sats 14. Die Quatemionen lassen sich zu Paaren an- 
ordnen^ derart, dass immer das Product zweier zusainmenge- 
höriger die Haupteinheii ist. (Vgl. Satz 4.) 

In fJerThat, sehen wir in der mitvierÖleichungen(s. Nr. 19) 
äquivalenten symbolisclien Gleichung «^ = «g oder auch in der 
Gleichung via — c« die CoeCticienten ^, oder vi,- von ^ und n als 
Unbekannte an, so ergiebt sich ein völlig bestimmtes Lösungs- 
system, und zwar in beiden Fällen ein und dasselbe. Wir 
werden daher die Quaternion ^ -= ti die Reciproke der 

Quatornion a nennen und werden sie mit — oder mit x~^ 

bezeichnen. Es folgt dann, wenn wir das vorhin eingefiihrte 
Symbol für die Gonjiigirte einer Quaternion benutzen, 

(41) l - ,-' = _^^^-, .,-' - .-■» _ ,,. 

Folgen also in einem Product von Quaternionen zwei 
Factoren a,a-i unmittelbar auf einander, so kann man diese 
Factoren wegstreichen; folgen zwei Factoren x,<x aufeinander, 
8ü kann man diese ebenfalls untordriicken , wenn man zugleich 
dem Product den Factor N{v.) beifügt. Man muss aber wohl 
im Sinne behalten, dass i. A. et— ^ß von ßx""^ verschieden ist. 
Man wird daher ein solches Product besser nicht in Gestalt 

eines Bruches - schreiben, dessen Form es zweifelhaft lässt, 

ob der Factor " oder a"' der Quaternion fl links oder rechts 
angefügt werden soll.*) 

Satz 15. Die zu einem Product von Quatemionen coriju- 
givte oder reciproke Quaternion wird gebildet, indem man die 
zu den Factoren eonjugirten oder reciproken Quatemionen in der 
umgekehrten Mdfienfolge muUipOcirt. 

Also 



(42) 
(43) 




Pf ■ 


(aß . . . i>.v) = v^ . . 
(Vgl. Formel 10). 
ton bat ■ dw Bedeutung ' 






)B,i 


t Hamil 


,e„ p.-.. 
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Dass wir in die Keibe der positiven uad negativen „Po- 
tenzen" einer beliebigen Quaternion «, also in die Reihe 



als „nullte" Potenz die Haiipteinheit einzuschalten haben,! 

(44) «« - €. 

versteht sich nach dem Vorhergehenden wohl von selbst. 
Aber es verdient bemerkt zu werden, dass alle diese Potenzen 
sich durch zwei unter ihnen linear mit numerischen Coeffi- 
cionten ausdrücken lassen: Man entnimmt den Gleichungen 
(38) und {iO) die Relation 

(45) a*— 25'«.a"+A'(a).«» - 0, 

mit deren Hülfe man leicht alle positiven und negativen Po- 
tenzen von a durch a° und «' darstellen kann. Die identische, 
d. h. für jede beliebige Quaternion a richtige Gleichung (45) 
bat die im Satze 9 angegebene Form, da man an Stelle von 
Sa. auch Kg schreiben darf: Selbstverständlich sind die Po- 
teazen einer Quaternion alle eigentlich-vertauschbar. 

Ausser den bereits eingeführten Begriffen und Zeichen 
sind in der Quaternionentheorie noch zwei weitere in Ge- 
brauch, die wir ebenfalls vorführen wollen. 

Man nennt, nach Hamilton, Tensor einer Quaternion 
«den positiven Werth der Quadratwurzel aus der 
Norm, und man stellt auch diese Grösse durch ein beson- 
deres Zeichen dar: 

(46) Ta = VN(a.), wenn V'Nw > 0. 
Der 



r«' 



genannt und mit Uol bezeichnet: 

(47) übt - " 
so dass 

(48) a - 2a . U{a). 

Eine Quaternion, die mit ihrem Versor zusammenfallt, 
also eine Quaternion von der Norm Eins, wird als 
Versor schlechtweg bezeichnet. Die Zeichen T« und Uet 
werden wir übrigens in der Folge nicht benutzen, da es uns 
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nicht zweckmässig scheint, über den Werth von V^(a) eine 
Bostimmung zu treffon, die auf imaginäre Werthe der Coeffi- 
cienten cc^ nicht ansgedebnt werden kann; wir werden also, 
abweichend von Hamilton und Anderen, das Vorzeichen 
von VNix) in der Kolge unbestimmt lassen. 

Offenbar genügen zur Darstellung und Zusammensetzung 
der Drehungen um einen festen Punkt im Sinne des Satzes 
10. schon die Versoren. Man muss aber beachten, dass man 
einer gegebenen Drehung immer zwei verschiedene Versoren 

zuordnen kann, die im Allgemeinen nicht durch blos ratio- 
nale Operationen ermittelt werden können, während die Auf- 
findung irgend einer zu einer gegebenen Drehung gehöri- 
gen Quaternion, wie wir gesehen haben, nur die Anwendung 
der vier Specios erfordert. — Das Product zweier Versoren ist, 
nach dem Satze 12, immer wieder ein Versor. 

Ist X eine beliebige Quaternion, so kann man setzen: 



(49) CüS© = — 1^, sinm = ' ' ' ' n - 
Schreibt man überdies 

(50) .. = =^if±^ä±^, 

so ist Sa ein Vector, der der Gleichung 

(51) £,' «0 

genügt; die Quaternion a erscheint dann in der Form 

(52) a - VNixi.{cosf.ea + Binf.s,} 

Die hier ausgeföhrte Zerlegung ist analog der bekannten 
Darstellung der gewöhnlichen complexen Grossen durch ab- 
soluten Betrag und Amplitude, und sie fuhrt auch zu einer 
ähnlichen Folgerung: 

(53) a" - {VNi^]''\cosnf.eo + 8ia»ff.6,l 

Man beachte jedoch, dass der mit Sa bezeichnete Vector 
von dor Quaternion x selbst abhängig ist: Dieser Umstand 
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hat zur Folge, dass das Product zweier beliebiger Quater- 
nionen nicht nach einer der Moivre'sehen Formel äbnlichen 
t werden kann. 



Eine geometrisclie ■ Deutang der Quatemionenreclinung. 

Die im vorigen § entwickelte Theorie ist rein analytisch: 
Sie beruht ausschliesslich auf Eigenschaften der unter (19) 
autgeführten Formelgruppe. Man kann nun aber fragen, ob 
sieh nicht in geeignetfen geometrischen Cunstructionen ein 
anschauliches Aequivalent für die entwickelten Formen finden 
lässt. Das kann geschehen, nnd zwar auf verschiedene Arten. 
"Von diesen Deutungen wollen wir eine, genauer zwei nahe 
unter einander zusammenhängende, hier besprechen, die von 
Hamilton selbst herrühren, und die daher in den Lehr- 
biiehern der Quaternionentheorie allein vorgetragen zu werden 
pflegen. 

Liese Deutungen ergeben sich aus der Thatsache, dass 
man jedem, wie wir nun behufs grösserer Deutlichkeit sagen 
wollen, arithmetischen Vcctor 

(0, «], «B, «s) = «lei + aaeä+aa«, 
also jedem System von drei Zahlen a,, oj, «j einen geome- 
trischen Vector, eine Strecke von bestimmter Länge und 
Richtung im Räume eindeutig-umkehrbar zuordnen kann. 
Das genannte Zahlentripel wird versinnlicht durch die gerad- 
linige Strecke (radius vector), die den Anfangspunkt o der 
rechtwinkligen Coordinaten mit dem Punkt j', "- «,, x, = k^, 
^j — «j verbindet. Eine solche Strecke hat, was wohl zu 
beachten ist, an sich weder eine völlig bestimmte Länge, 
noch auch hat ihr geradliniger Träger eine bestimmte Rich- 
tung, wiewohl die beiden begrenzenden Punkte eine ganz 
bestimmte Reihenfolge 0, 0, 0; a,, «s, «g haben: Die Länge 
der Strecke ist gegeben durch die QuadratwurzelVai'-t-Ki'-fKj*, 
sie ist also zweiwerthig, und eben diese Wurzel entscheidet 
auch über die dem Träger der Strecke beizulegende positive 
Richtung. 

Hiemit kann man nun allerdings zunächst nur vectorielie 



A 
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Quaternionen, oder die Vectorbestandtheile von Quaternionea 
geometrisch auEFasseo. Es gilt aber der folgende, 
noch rein algebraische Satz: 





VeetortJi dargeaieüt werden^ und stoar eine ecalare 


Quatermvn 




In der That verstehen wir unter ß, y zwei 


vectorieile 


Quaternionen, und setzen wir versuchsweise a . 


- 'f!, i- h. 


nach Nr. 19: 




«. P.T.-!1.T.-P.T.. 




(B4) '■>- ß.T.-?,V„ 




"•- ?>Y. -?iVj. 




P.T.-?. T.- 




Bann fejgt 




' ' «,fi + '^.T.+ '^T. = 0- 







Die erste der Gleichungen (55) enthält keine Beschrän- 
kung für den von drei Constanten fii,ßi, ß» abhängigen Vector 
ß, wenn «o — (og, 0, 0, 0) — xn-e» ist, und sie enthält eine 
Bedingung in jedem anderen Kallo. Ist aber diese Gleichung 
erfüllt, so kann man die Gleichungen (54) nach den Grössen 
tu Y«) Ts auflösen: 

Die Gleichungen (54) und (55) lassen sich nun leicht 
geometrisch deuten. Die Gleichungen (55) zunächst sagen 
aus, dass beide Vectoren ß und-; in der „Ebene der Quä- 
lern ion a" liegen, d. h. in der Ebene w, die im Anfangs- 
punkt der Coordinaten senkrecht zum Vector Vol errichtet 
ist. Dabei ist natürlich als „Ebene" einer scaiaren Quater- 
nion «0*0 eine unbestimmte Ebene, nämlich jede beliebige 
Ebene durch den Anfangspunkt anzusehen. Die drei letzten 
Gleichungen unter (54) zeigen sodann, dass der Vectorbestand- 
theil V'oL der gegebeneu Quaternion, getheilt durch zwei, eben 
der Vector ist, durch den man in der analytischen Geometrie 
das durch die beiden Vectoron ß und y begrenzte Dreieck, 
nämlich das Dreieck mit den in der Reihe 
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0,0,0; ß., ßi, fe; Ti, Yt, T» 

auf einander folgenden Ecken nach Grösse und Lage darzu- 
stellen pflegt: 

Satz 17. Ist die Qiaitemion a aU Product der Vectoren 
ß und y dargestellt, a — ßy, so giebt der VetOorlheÜ Vol von x durch 
seine Länge y«,»-j-«,''+a3* und »eine Lage die doppelte Fläche 
des durch die Vectoren ß und y begrenzten. Dreiecke nach Lage 
und Vorzeichen genau an. Ferner bedeutet der negativ genonv- 
mene scalare Coe/fident der Quatemion das Product aus den 
Längen der beiden Verloren ^ f in den Cosinus des von ihnen 
eingeschlossenen Winkels 8-. 

Bei der Formulirung dieses Satzes ist die Sbliche An- 
nahme zu Grunde gelegt, dass die — beliebig zu wählende 
— positive Richtung der Geraden eines Vectors gegen den 
positiven Brebungssinn in einer Normalebene dieses Vectors 
ebenso gelegen ist, -wie die positive Richtung der Zj-Axe 
gegen den positiven Drehungssinn in der Ebene z, = 0, 
n&mlich gegen den Drohungsslnn von der positiven Zg-Axe 
nach der positiven Zg-Axe hin; und es ist ferner angenom- 
men, dass auf Grund des Satzes 12, eine Abhängigkeit zwi- 
schen den drei Quadratwurzeln VM«), VWßj, VNirf) durch 
die Gleichung 

(56) y M«) = VMß» VHy) 

erklärt ist. Offenbar bat man unter diesen Voraussetzungen, 
wie im Satze behauptet, 

^g^j Vcti^+^^HV - 1^ J^ VW) ■ Sin * 
— «0 - VjViß) -/MtJ-cos* 
oder 

(58) cosft = -^^, sin&- ^'-'+;^+ -^' 

Nun ergiebt sich, wie wir die Vectoren ß, y ändern 
können, ohne ihr Product « zu ändern: Offenbar ist es er- 
laubt, sie beide zugleich einer beliebigen Drehung in ihrer 
Ebene, also einer Drehung um die Gerade des Vectors K« 
zu unterwerfen. Ferner kann man die Vectoren ß, y so 
ändern, dass ihre Geraden in Ruhe bleiben, und dass zugleich 
der Inhalt des eingeschlossenen Dreiecks unverändert bleibt; 
d. h. man kann die Länge des einen dieser Vectoren in 
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irgend einem Terhältniss m^ 1 ändern, wenn mnn nur gleich- 
zeitig den anderen in dem reciprohen Verbftltniss 1 : m ändert 

Hiermit haben wir bereite in der Gesammthoit aller zu 
derselben Quaternion oc gehörigen Dreiecke 

0, 0, 0; ßi, ^, %; Y„ y,, Ys 
eine geometrische Versinnlichung der Quaternionen, die es 
ermöglicht, alle Ton uns ausgeführten Rechnungen durch 
Constructionen im Räume zu ersetzen. Wir wollen aber 
diesen Oedanken in einer etwas anderen Form ausführen, 
die eine nocli anschaulichere Darstellung der Quaternionen 
durch Figuren ermöglicht 

Wir gelangen dahin, wenn wir neben den Vectoren ß 
und Y die zu ihnen rociprokon Vectoren betrachten, also die 
Vectorea 

P A'(ß)' ^ A'(Y)' 

die, als Strecken im Räume gedeutet, den Vectoren ß und y 
entgegen gerichtet sind und die reciprokon Längen dieser 
haben.' Wir können jetzt die Formeln (54) auch so schreiben: 

a = (ß->r\ = ß(T-'r'- 

Betrachten wir nun zum Beispiel das Vectorenpaar p-\ y, 
so wird, wenn wir die Vectoren ß und v den oben be- 
sprochenen Aenderungen unterwerfen, das Dreieck 

»■"•»■ siw' »(p)' Sir ''"''"'" 

in seiner Ebeno und zu sich selbst ähnlich bleiben: Aendern 
wir die Längen von ß und y ^^ reciprokon Verhältnissen, so 
ändern sich die Längen von ß-' und y 'Q gleichen Verhält- 
nissen. Wir ändern jetzt die Bezeichnung, indem wir 
den bisher dur.'h ß-* dargestellten Vector nunmehr ß nennen, 
und erhalten so den folgenden Satz: 

Satz 18. Jede beliebige Quaternion tt kann, je naclidem. 
sie skalar ist oder nickt, auf go* oder auf od* Arten in der Form 

(59) » - p-'Y 

(orfer awcÄ in der Form a = ß-/~') als „Quotient" sxceier aritk' 

metischer Vectoren dargestellt werden. 
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Das durch die zugehörigen geonielrUchen Vectoren ^ y be- 
grenzte Dreieck tat älmliKk-veränderUdi in der Kbene der Qua- 
temion x. 

IXe Quadratwurzel aus der Norm JV(«) ist der Quotient 
aus den Jungen der Vectoren y, ß: 

Ist femer \ der von den Vectoren 3 und y eijtgeschlossene 
Winkel, 80 wird die JJittge des Vectors Va. gegeben durch den 
Ausdruck 

(61, y.-;.+i^;.--^^M.,i„+. 

JSndtich wird der scalare Coefficient der Quaternion darge- 
stellt durch den Aiudruck 

(62) oo - f^.cosif. 

Die Formelö (60), (61). (62) geheo aus den Formeln 
(56), (57) durch den angegebenen Wechsel der Bezeichnung 

"le von ViVtP) wid gleich- 
zeitig anstelle des Winkels Ä den Winkel i/'—^±_T: setzt. 
Bei der Auffessnng der Formeln sind die Vorzeichen der 
verschiedenen Wurzelgrössen zu beachten. Eine Äenderung 
im Vorzeichen der liänge Vai'+Oj'+aa' des Voctors Vt be- 
wirkt eine Äenderung des positiven Drehungssinnes in der 
Ebene der Quaternion % und also einen Zeichen wechse] des 
Winkels i|.; eine Äenderung im Vorzeichen von yiV(ß) oder 
yA'(y) bewirkt eine Äenderung von ^ um ein ungerades 
Vielfaches von tc, und zugleich einen Zeichen Wechsel von 
yA'(^). — Wählt man, wie üblich, für alle Wurzelgrössen 
deren positive Worthe, schreibt man also für 

iiM, VTwß), Vä^, V«.'+oc/+a3* 

der Reihe nach 

Tx, 2ß, r/V, TVx, 
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80 sind die positiven Richtungen der Vectoren ß, Yi *^ die 
vom Anfangspunkte o der Coordinaten nach den Endpunkten 
dieser Vectoren hin; der Winkel | ist dann völlig bestimmt 
bis auf Vielfache von 2it. 

Durch den Satz 18 ist nun implicite schon ein Aequi- 
valenzbegriff zwischen Dreiecken testgesetzt, die ihre eine 
Kcke im Punkte o haben: Wir werden zwei solche Dreiecke 
fi, Y als äquivalent, oder wenn wir wollen, als „gleich" an- 
sehen, wenn sie in derselben Ebene u liegen, und wenn sie 
eigentlich-ähnlich sind, d.h. wenn das eine aus dem an- 
deren durch eine Drehung um die Normale von w, verbundea 
mit einer im gleichen Verhältoiss erfolgenden Streckung 
der beiden Seiten p, y hervorgeht. Danach wird jede von 
Null verschiedene Quaternion geometrisch versinnlicht durch 
„ein" Dreieck; joder Vector insbesondere durch ein recht- 
winkliges Dreieck; jede scalare Quaternion durch „ein" 
gestrecktes Dreieck , dessen Ecken auf irgend einer Geraden 
durch den Punkt o liegen können; und insbesondere wird 
die Haupteinheit dargestellt durch „ein" Dreieck, dessen zweite 
Ecke mit der dritten in irgend einem vom Punkte o ver- 
schiedenen Funkte zusammentällt. 

Betrachten wir nunmehr zwei beliebige Quaternionen a 
und a', so ist klar, dass wir die zugehörigen ähnlich -ver- 
änderlichen Dreiecke immer so legen können, dass eine be- 
liebige (o enthaltende) Seite des ersten Dreiecks zusammenfällt 
mit einer beliebigen Seite des zweiten Dreiecks. Aus dieser 
Bemerkung aber ergeben sich sofort geometrische Constructionen 
iür Summe und Product zweier Quateruionen, und damit 
geometrische Aequivalente für die sammtlicben Formeln der 
algebraischen Quaternion entheorie: 

Saiz 19, Um zwei Quaternionen i vnd a! geometriKk za 
addirm, erthale man dm zugehörigen äknlieh-veräiiderliehen 
Dreiecken eijte solche Lage, daaa die erste Sole ß da ersten Drei- 
ecks zasctmmen/ällf. mit der ersten Seite des zweiten Dreiecke: 

(63) « = ß-'T, a'-ß-'8. 

Die Summe wird dann dargesldU durch ein neues Dreieck, dessen 

erste Seite wiederum ß ist, und dessen zweite State f-i-S aus 
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den Seilen y, S der gegebenen Dreiecke durch die Gonatruetion des 
VedorenparaUelogramms gefunden wird: 
(64) «+«-=. p-'(T+S). 

Satz 20. Um zwei Quatemioneii k und a' geometrisch zu 
miättpUcirm, erüiale man den zugehörigen Dreiecken eine eolehe 
Lage, daee die zweite Säte des ersten Dreiecks zasamtnenfäUt 
mit der ersten Seite des zweiten Dreiecks: 

(66) « = p-'r. -'-T-'S- 

Die erste Seite ß des ersten Dreiecks verbunden mä der zweiten 
Seite S des zweiten Dreiecks bestimmt dann das Dreieck, das zu 
dem Prodiid, OLx' gehört: 
(66) «a' - ß-iS. 

"Wir fügen zu weiterer Verdeutlichung noch einige spe- 
cielle Folgerungen hinzu: 

Satz 21. Die Meciproke einer Qiialemion wird gefunden, 
indem nian die erste Seite des zugehörigen Dreiecks mit der 
zweiten vertauscht. 

Um die Conjugh-te Hner Quatemion zu finden, vertausche 
man die erste Seite des zugehörigen Dreiecks mit der zweiten, 
und ersetze dann diese Seiten durch je einen Vector von derselben 
Ricktimg, aber reciproker Länge. 

In der That, ist a = ß-'y, so ist «-i - y-'ß und 



= f.T ^-V. ß_) 



§ 5. Weitere ErlSutemiigeii. 

An der geometrischen Deutung des Quaternlonenrechnens, 
zu der wir nunmehr gelangt sind, ist besonders bemerkons- 
wcrth der üoistiind, dass in ihr von den Einheiten e,, «,, Cj 
gar nicht mehr die Rede ist: Die Sätze 19 und 20 enthalten 
keine Beziehung mehr zu irgend einem Coordinateneystem. 
Sie definiren lediglich eine Gruppe alemontai^eometrischer 
CoQStructiouen, vermöge deren man ans gegebenen Dreiecken 
andere ableiten kann. 

Offenbar ist es nun möglich, bei Begründung der Qua- 
temion entheorie einen Weg zu gehen, der dem von uns ein- 
geschlagenen gerade entgegen gesetzt gerichtet ist: Man kann 
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auch diese geotuetriechen Constructioaen au die Spitze stellen, 
und erst nachträglich Coordmaten und die zugehörigen Ein- 
heiten einführen. 

Man muss dann damit beginnen, dass man zuerst den 
im vorigen § erklärten Aequlvalenzbegriff zwischen eigentlich- 
ähnlichen, einer und derselben Ebene w angehörigen Drei- 
ecken aufstellt. Uier&uf werden die als „geometrische 
Addition" und „Multiplieation" solcher Dreiecke zu be- 
zeichnenden Verknüpfungen, auf Grund der in den Sätzen 
19. und 20. angegebenen Constructionen zu erklären sein. 
Es muss dann gezeigt werden, dass die „Addition" dieser 
mit a, ß, Y bezeichneten Dreiecke das in der Formel 

(a-|-fi)-|-Y - »^-|-[{S-1-Y) - « + ß-|-Y 
ausgedrückte sogenannte associative Gesetz befolgt (das com- 
mutative Gesetz a-|-ß — ß-j-a ist selbstverständlich); hier- 
auf ist zu zeigen, dass die „Multiplication^' das associative 
Gesetz (Nr. 35) ebenfalls befolgt, und dass sie mit der Addition 
durch das distributive Gesetz (Nr. 27) verbunden ist. Es 
findet sich dann, dass man einem jeden bei o rechtwinkligen 
Dreieck einen zu seiner Ebene senkrechten Vector derart 
zuordnen kann, dass die Addition solcher Dreiecke durch 
Addition der zugehörigen Vectoren nach der Parallelogramm- 
constructioo erfolgt; ferner dass man jedem beliebigen Drei- 
eck eine Zahl a^ und einen Vector zuordnen kann, wiederum 
so, dass bei Addition der Dreiecke die entsprechenden Zahlen 
(arithmetisch) und die zugehörigen Vectoren (geometrisch) 
addlrt werden. Schliesslich kommt man zu dem Begriffe der 
Quaternion, als eines Systems von vier Zahlen, indem man 
den Vector nach drei zu einander senkrechten Axen zerlegt. 

Dies war im Wesentlichen der Gedankengang Hamil- 
ton 's. Der Zusammenhang der Quaternionen mit den Dreh- 
ungen eines starren Körpers ergiebt sich auf diesem Wege 
erst nachträglich, durch eine Ueberlegung, die wir in § 6 
wiedergeben werden; und in der That scheint auch dieser 
Zusammenhang Hamilton selbst entgangen zu sein. 

Unsere Darstellung der Qijaternionentheorie unterscheidet 
sich von der Hamilton 's ausser durch die Art der Her- 
leitung noch durch den Gebrauch eines besonderen Zeichens 
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für dio Haupteinheit e^. Sass sich dieses Zeichen in dor 
That entbehren läsat, kann man sofort einsehen. Es fallen 
nämlich die Regeln, nach denen scalaro Quaternionen, also 
Quaternionea von der Form wie,, ne^, . . . addlrt und multi- 
plicirt werden, völlig zusammen mit den Kegeln für die 
Addition und Multiplication einzelner /jahlen m, n, . . , ; 
ausserdem hat die Multiplication einer beliebigen Quaternion 
a mit einer scalaren Quaternion me„ dieselbe Wirkung wie 
die Multiplication von a. mit der Zahl wi. Es steht uns 
also Nichts im Wege, durch eine besondere Defini- 
tion zu bestimmen, dass scalare Quaternionen und einzelne 
Zahlen nicht unterschieden worden sollen, dass also 

1 - e« — (1, 0, 0, 0) 
sein soll ; damit aber kommt das Zeichen e„ in Wegfall. Zu 
eben dieser Einsicht führen die geometrischen üeberlegungen: 
Schreiben wir dio QuHtoroion in der Form a~^ß, wo « und ß 
Vectoren bedeuten, so liegt es nahe genug, in dem Falle 
wo die Vectoren «und ß derselben Geraden angehören, den 
sogenannten Quotienten a^'ß der Vectoren « und fi, der in 
diesem Falle von px~^ nicht verschieden ist, mit dem Quo- 
tienten der Maasszahlen zu idontificiren, durch die man die 
Längen der Vectoren a, und ß ausdrücken kann. 

Ist hiernach die Oleichsetzung der einzelnen Zahl m und 
dor Quaternion im, Ü, 0, 0] allerdings zulässig, so ist es 
andrerseits doch auch vielleicht nützlich, zu betonen, dass 
diese Oleichsetzung keineswegs nothwendig ist, wie das eben 
unsere Darstellung zeigt, in der wir eine solche Gleichsetzung 
nicht vorgenommen hatten. Es kann nämlich, wie wir hier 
allerdings nicht näher, ausführen können, dio Quaternionen- 
theorie als ein einzelnes Glied aus einer ganzen Kette ähn- 
licher Theorieen angesehen werden; und in diesen, die zum 
Theil einen viel allgemeineren Charakter haben, ist es nicht 
immer zulässig, das an Stelle unserer Haupteinheit tretende 
Gebilde mit der Zahl Eins zu identificiren, ja es ist ein 
solches Gebilde gar nicht immer vorbanden. 

Nehmen wir Indessen die besprochene Oleichsetzung ein- 
mal vor, so zeigt sich ein bemerkenswerther Umstand. Die 
Rechnung mit Quaternionen erweist sich jetzt als eine Er- 
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Weiterung defi Rechnens mit einzelnen Zahlen : Die Begriffe 
Summe und Product von Quaternionen reduciren sich, für 
den Fall scalarer Quaternionen, auf die ebenso benannten 
Bcgriife der elementaren Aritlimotik, In demselben Sinne 
aber umfasüt die Quaternionenrechnung auch noch die Rech- 
nung mit den (gemeinen) complexen Grössen der Form m-i-ni 
■oderm + nV— i: In der That, betrachten wir etwa nur 
Quaternionen von der besonderen Form mcoH-ne,, so fallen, 
da e,* = — 6(1, und also nunmehr e^* ^ — 1 ist, auch die 
Regeln, nach denen Summe und Product zweier solcher 
^Quaternionen gebildet werden, zusammen mit den entsprech- 
■enden Regeln für die genannten complexen Grössen.*) 

Man hat, aus diesem Gesichtspunkt, die Quaternionen 
selbst als „höhere complexe Grössen" bezeichnet; und sie 
bieten in der That ein instructives Beispiel dafür, dass die 
Betrachtung von derartigen „complexen Grössen", d, h., von 
von Systemen von mehr als zwei Zahlen m, n, . . . , die ge- 
wissen im Voraus bestimmten Verknüpfungsgesetzen (analog 
der Addition und Multiplication der Quaternionen) unterliegen, 
unter Umständen von Nutzen sein kann. 

Auf den hier besprochenen Umstand, dass nämlich die 
Quaternionenrechnung das Rechnen mit einzelnen Zahlen 
und sogenannten gewöhnlichen complexen Grössen umfasst, 
haben einzelne Mathematiker ein ganz iibertriebenes Gewicht 
gelegt. Man hat geradezu geglaubt, in dieser Quaternionen- 
rechnung eine principielt neue Rechnungsart, eine andere 
und zwar allgemeinere Art von „Algebra" (algebra upon 
algebra), einen ausserhalb der „gewöhnlichen" Algebra ver- 
laufenden Kreis von Operationen vor sich zu haben; und diese 
Auffassung hat dann weiter zu einer ganz unberechtigten 
Üeberschätzung des Quatemionencalculs **), und in ihrer Rück- 

*) Hamilton b«zeichDet geradeia die Einheit <>, mit > (and die 
beidet) anderen Einheiten c, und t, mit j nnd k}. Doa empfiehlt Bich 
BcboD desti»ll> Dicht, weil man aoch Quaternionen mit complexen Coeffi- 
■cienten (Tonder Pormm-Jny— 1) betrachtet, und weil das Zeichen i 
seit Gauss aJlgemein filr y — 1 gebraucht wird. 

** Ee mag gestattet sein, hier ein ia Beioer Art wohl einzig da- 
stehendsB Curioanm zn erwähnen; ünlängBt ist die GrüDdung eines 
VereiDB zur Fördsning der QaatemiouenUieorle erfolgt. 
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Wirkung zu einer nicht minder ungerechtfertigtea üuter- 
schätzuQg geführt Dahin ist man dadurch gekommen, dass 
man in den QuaternJoneneinbeiten nicht Zahlenquadrupel, 
soodera blosse „Symbole" erblickt hat, deren „Multiplication" 
dann allerdings nach Hegeln erfolgt, die wie z. B. e^ei — ^e^e^ 
im Rechnen mit gewöhnlichen reellen, oder complexen Zahlen 
kein Analogen haben. Dass derartige von einer gewissen 
Mystik nicht freie Vorstellungen nicht sacbgemäss sind, brau- 
chen wir kaum noch besondei's hervorzuheben : Die Quater- 
nionen, und verwandte Rechnungsweiseu, wie die sogenannte 
Ausdehnungslehre and die „Universal Algebra" eng- 
lischer Mathematiker, haben, wie die gemeinen complexen 
Grössen, ihren bestimmten Platz in der „gewöhnlichen" Al- 
gebra, der man keine „andere" Art ven Algebra an die Seite 
stellen oder gar überordnen kann ; die Quaternionen und die 
anderen genannten speciellen algebraischen Disciplinen unter- 
scheiden sich aber von den gemeinen complexen Grössen 
durch das sehr viel beschränktere Feld ihrer Anwendung. 

Ebenfalls irreleitend ist die Bezeichnung „Algebra of 
Space". Die „Algebra der Quaternionen", wenn wir diesen 
Ausdruck einmal brauchen wollen, hat an sich mit dem 
Räume Nichts zu thun. Dass sie auf Constructionen im 
Räume, von bestimmter sehr speciellec Art, mit einigem 
Erfolg angewendet werden kann, ist eine Eigenschaft, die sie 
mit vielen anderen Arten algebraischer Operationen theilt. 
Die Quaternionenreclmung kann aber ebensogut, wie wir 
bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen gedenken, z. B. 
auch durch Constructionen gedeutet werden, die auf einer 
Eugeifläche verlaufen. 

Schliesslich wollen wir hier noch einen Umstand be- 
sprechen, der, wenn er unerörtert bliebe, ebenfolls leicht ein 
Missverständniss hervorrufen könnte. 

Wir haben in § 3 die Quaternionen als Zahlenquadrupel 
eingelührt. Daraus ergab sich von selbst der Begriff der 
„Addition" zweier Quaternionen, und der Begriff der Ein- 
heiten. Der BegriflE der „Multiplication" wurde dagegen auf 
die aus der Theorie der orthogonalen Transformationen ent- 
nommenen Gleichungen (19) gegründet. Es wird nun wohl 
auch ohne Anführung von Beispielen deutlich sein, dass- 
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man, mit ganz ähaltchem Erfolg, statt Ton diessn Gleichungen 
(19) auch Ton anderen Oieichungen verwandter Structur wird 
ausgehen können : Man würde dann zu anderen Arten von 
„Quaternionenrechnung" kommen. Dieser Gedanke ist in der 
That ausgeführt worden ; es ist ^ber fiir Grössenquadrupel, die 
solchen anderen Verknüpfungen unterliegen, nicht mehr das 
"Wort „Quaternionen" in Gebrauch: Dieses wird, bis jetzt, 
ausscbliesslich für die hier besprochenen Verknüpfungen be- 
nutzt; derart also, dass der Begriff eines Zahlenquadrupels 
erst in Verbindung mit den Gleichungen (19) oder mit der 
Multiplicationstafel (28) die „Quaternionen" vollständig definirt. 

Wir schreiten nun, nach diesen wohl nicht ganz überflüssi- 
gen Abschweifungen, in unserer eigentlichen Darlegung fort. 

Auch wenn man an den Gleichungen (19) festhält, lässt 
sich die Gestalt der von uns entwickelten Theorie noch in 
mannigfocher Weise abändern. Versteht man nämlich unter 
«"oi «'], e'ii «'s irgend vier Quaternionen 

durch die sich die Einheiten e^ . . .e^ selbst linear mit nume- 
fischen CoefScienten ausdrücken lassen, so d«8S etwa, durch 
Auflösung der angeschriebenen Gleichungen 

ei = (A«,«'o-|-fi,ie', + ;i„e', + fA(jt!'g 
gefunden wird, so wird offenbar jede beliebige Quaternion « 
auch durch diese Quaternionen e', darstellbar sein: 
a = «'o e-T, + k', e-, + k', e-, + a'j «-,. 
Uan kann also diese Quaternionen e*,- als neue „Ein- 
heiten" in die Theorie einführen, an Stelle der von uns 
benutzten Kinheiten tf. Da sich die Froducte e'^«'» durch die 
Producte e<«t, diese durch die ursprünglichen Einheiten «,, 
und diese wiederum durch die Einheiten e'< ausdrücken 
lassen, so wird dann an Stelle der Tafel (28) eine andere 
„Multiplicationstafel" treten, die freilich im Allgemeinen einen 
viel verwickeiteren Bau darbieten wird. Man kann aber die 
grosse Willkür, die man in der Wahl der sechzehn Coeffl- 
cienten X,« hat, dazu benutzen, diese neue Multiplications- 
tafel wiederum zu vereinfachen. Zwei der wichtigsten unter 
den so entstehenden besonderen Multiplicationstafeln wollen 
wir noch kurz besprechen. 
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Man kana sich zunächst die Frage vorlegen naöh alle» 
Systeinea von vier Einheiten, e'ti-i «'n ***. «^si deren Multi- 
plicatioDsrogelD der Form nach identisch sind mit denen der 
von uns beautzton Einbeiten «oi «%■, ^, ^t, und also durch die 
Gleichungeu 

^ e^a^3 = e'j, e'g^i — — e*, u. s. w, 

ausgedrückt werden. Die Antwort ist nicht schwer: Man 
findet alle die verlangten Systeme von Einheiten, wenn man 
setzt 

(68) e't = Co» *'' = c*.«i+<'««»+''(8«e {» = i)2,3), 
und unter den Grössen c^, wie in § 1, die Coefficienten 
einer eigentlichen orthogonalen Substitation ver- 
steht. Die hier vorgenommene Aenderung läuft offeabar, 
geometrisch betrachtet, auf Einführung eines anderen STstems 
rechtwinkliger Coordinaten hinaus; und es ist auch wohl tod 
vorn herein deutlich, dass der Uebergang zu einem anderen, 
gleichartig- orientirten Coordinatensystem (s. § 1) eine Aende- 
rung in der Form der von uns entwickelten Theorie nicht 
bewirken kann. 

Um zu dem weiter von uns zu besprechenden System 
von Einheiten zu gelangen, bemerken wir zunächst, dass 
nichts im Wege steht, die in § 3 entwickelte algebraische 
Quatern Jonen theorie derart zu erweitem, dass man neben 
reellen auch complexe Werthe der mit «^ bezeichneten 
Coefficienten einer Quaternion in Betracht zieht, dass man 
also uebcn den von uns bisher allein untersuchten reellen 
Quateraionen Quadrupel von vier Grössen mt-|-tni den be- 
trachteten Verfcnüpfungsgesetzeu unterwirft. Dabei verlieren 
Jreilich einige der von uns aufgestellten Sätze ihre Gültigkeit, 
namentlich der Satz 13, oder es müssen Ausnahmefälle an- 
gegeben werden, die bei rollen Werthen der Grössen «( nicht 
aultreten konnton; aber die Gleichungen (19) und die Haupt- 
sätze 7, 8, H, 12 erfahren keine Aenderung. Nunmehr 
werden wir auch für die oben mit ^^t bezeichneten Grössen 
complexe Werthe setzen dürfen; insbesondere werden wir 
u. A. die folgenden Quaterniouen als neue „Einheiten" ein- 
führen können: 
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(69) *" ~ "^f*«"^*' *'» ^ i(«s— «■«.), 
so dass nmgekebrt 

(70) *' ~ «11 + ««. «. - »■{«.»+««), 
fj ■= i(eii — eil), es — ««— e« 

wird. Berechnen wir nun, mit Hülfe der Tafel (28), die Mul- 
tiplicationstafel tiir diese neuea Einheiten, so findet sich die 
einfache Regel, dass für i, j, k,l — 1,2 

(71) f,j<,.t-e«; Cy-et, -0 0'*^*) 
Drücken wir also die Quaternion a nunmehr durch die 

vier Einheiten e^ aus, 

(72) X = a„ei, + o!ij»!ii+Kj,,«„ + aj,e„, 

80 werden die Coefficientea a"a des Products dm' nunmehr 
durch die Formeln gegeben: 

('°> ™" _ ™ V j_™ ™' »" — ™ -,' _i_« »' 
a ij — aiiOt 11 -(-«*»« si, « M — «M«ii-t-«is*i»- 

Dieselben Formeln würden wir natürlich auch unmittel- 
bar aus den Gleichungen (19) haben ableiten können, wenn 
wir in diese an Stelle der Parameter «,-, x'i, a"( die neuen 
Parameter «,», ot'*, «"rt durch die Oleichangen 

Soo = «ii+aia, 2kj — — i(«is+«ai), 

Zoi^ ^* — t (Ct| ] — - OEss)^ -Äj ^- Ä|2 — Äflg, 

2«'„ — a',, + a'22 u. s. w. eingeführt hätten. 

Die neue Gestalt (73) des „Multiplicationstheoreme" der 
Quatornionen, zu der wir nunmehr gelangt sind, ist nun be- 
sonders bem erkenn werth nicht allein darum, weil sie formal 
noch etwas einfacher ist als die ursprüngliche (19), sondern 
namentlich deshalb, weil eben diese Eormelu (73) noch bei 
anderen tJntersuchungen auftreten. 

Man betrachtet vielfach, besonders inderneuerenFunctionen- 
theorie, sogenannte gebrochene lineare Substitutionen einw 
(reellen oder complexen) Veränderlichen C, indem man dem 
Werthe K einen neuen Werth i^' zuordnet durch eine Gleichung 
der Form 



,,GoogIc 



40 -£■ Study; Zlie Baupltitze dtr Qvattmioneuthforit. 

,7-, y, «nl^ + *« 
(75) ; y- 1 

wobei, damit die Gleichung (75) nach !| auflösbar sei, aoge- 
nommen werden muss, dass die Determinante aiiaz2 — '^nt'-iz 
von Null verschieden ist. Diese Substitutionen oder Trans- 
formationen bilden nun eine Gruppe; d. h. führt man 
nach der Substitution (75) eine andere aus, mit neuen vier 
VerbältnissgrÖssen a'a als Parametern: 

so erhält man durch Substitution des Werthes (75) von ^' 
eine dritte Gleichung derselben Form : 

Die Parameter a",i, bei denen es auch nur auf die Ver- 
hältnisse ankommt, lassen sich dann durch die Parameter oa 
und a.'a ausdrücken; und zwar werden diese Ausdrücke ge- 
rade dai^gestellt durch die Formeln (73). 

Es würde uns hier zu weit führen, wollten wir tiefer 
auf die Bedeutung dieses vonCayley entdeckten Zusammen- 
Iiangs zwischen Qiiaternionen und linearen Transformationen 
eingehen; wir mögen aber das zuletzt güwouueue Ergeb- 
niss in einem Lehrsätze festhalten: 

Sat3 22, Aus dem sogenannten MuUiplicatkmsÜieorem (l9j 
der Quatemiofien gehen durch eine lineare Substitution mit com' 
plexen CoeffidetOen (Nr. 74) hervor die Formeln, die zur Zu- 
sammensetzung mehrerer linearer Transformationen einer Ver- 
änderlichen dienen. (Nr. 75 und Nr. 73). 

Natürlich sind hiermit auch die Drehungen eines starren 
Körpers um einen festen Punkt o mit den linearen Trans- 
formationen der Form (75) in Verbindung gebracht: Statt 
durch die Euler'schen Parameter ik,- können wir nun die OoefB- 
cienten ca einer orthogonalen Transformation auch ausdrücken 
durch die Parameter 0^. Es ist aber zu bemerken, dass 
wegen des Auftretens imaginärer Coefßcienten In den For- 
meln (74) reellen Werthen der Grössen cn nunmehr imagi- 
näre Parameter zugeordnet werden, und umgekehrt. 
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§ 6. QuatendODen und orthogonale Truisformatlonen. 

Wir waren zu den Formelo (19), dem Multiplications- 
tliooretn der QuaternioDen, gekommeQ durch ZusammeD- 
setzung zweier durch ihre Euler'schen Parameter dargestell- 
ter orthogonaler Transformationen. Man kann aber auch 
umgekehrt, wie zuerst Cavley bemerkt hat, aus der „Multi- 
plication" der Quatemioneu wieder die Euler'schen Formeln 
herleiten. Wir wollen auch noch diese Formein Caj-ley's 
hier entwickeln; dabei wollen wir aber den uns ja schon be- 
kannten Zusammenhang zwischen den Formeln (15) und (19) 
als ein heuristisches Princip benutzen. Wir gehen dabei 
aus von einer auch sonst Tjelfach verwendeten Ueberleguug. 

£s sei eine Transformation T der Funkte des Baumes 
gegeben, die irgend einen veränderlich gedachten Puokt x 
in einen neuen Punkt x" überführt: 

Es sei ferner S eine zweite Transformation, die den 
Punkten x und it' dio Punkte y und y zuordnet; 

Dann wird dem Punkte y der Punkt y in eiuer dritten Trans- 
formation entsprechen, die wir mit I" bezeichnen wollen : 

i/ir'jy. 

Unsere Formeln zeigen nun, wie diese Transformation 
gefunden werden kann : Es ist 

also 

(76) T'~ S-'TS. 

Man bezeichnet diese Transformation 7' als die „Trans- 
formirte von T vermöge S". Damit will man sagen, 
dass die Transformation T selbst als Object der Transfor- 
mation S betrachtet und dieser Transformation unterworfen 
wird. 

Wir identificiren nun S mit irgend einer unserer Dreh- 
ungen (uro den Anfangspunkt o der Coordinaten), 3* aber 
mit einer Timwendung um eine Gerade durch denselben Punkt. 
Dann ist T' offenbar wieder eine Umwendung, nämlich die 
ümwendung um die Axe, dio aus der Axe von 2' durch die 
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Drehung S hervorgebt. Wir verwenden nun den uns be- 
kannten Zusammonbang zwischen Drehungen und Quater- 
nionen : 

X — iJr,«, + j;, «8 + 3:468 
sei einer der co' Tectoren, die der Urawendung Tzugeordnet 
sind, a. aber eine der Qoaternionen, die der Drehung ^ ent- 
sprechen: Dana ist, nach Satz 10, die Quatemion 

(77) y - .-■». 

sieber wieder ein Vector, dessen Coefficienten a:\, x'^, sf^ gauzo 
lineare Functionen der Grössen d;,, x,, m^ sind, und zwar 
gehört dieser Vector zu der ümwondung P (Nr. 76). Aber 
nach Satz 12. ist 

d. h. es ist 

«"i* + ^»* -I- ^»' = ^1* + «I* + ^t'- 
Fassen wir also die Grössen /Ci, ./, nicht mehr nur als 
Verhäitnissgrössen, als Coordinaten der Umwendungsaxen, 
sondern deren Werthe seihst als Coordinaten zweier Punkte 
auf, die auf diesen Axen liegen, so stellt die Forme! {77} eine 
orthogonale Transformation dieser Coordinaten, nämlich eben 
die mit S bezeichnete Drehung vor. Und in der That kann 
man, durch eine ganz mechanisch auszuführende Rechnung, 
mit Hülfe der Tafel t28,i, also mit Hülfe der Formeln 
eoei = eiHt ~ ei, e^ = — f^ (i=l,2, 3) 

(78) c,ej— e,, ejC, — e,, e,p, - «, 
«ge, B„ fiCa — — fj, e,?, — — «s 

sich davon überzeugen, dass die Quaternionengleichung (77) 
völlig Dasselbe aussagt, wie die vier Gleichungen (15). 

Satz 23. Mit Hülfe der Quatemionen kann man die orüio- 
gtnuden Transformatumen (1) der Form nach durch die einzige 
Gleichung (77J, oder durch die mit dieser äquivalente Gleichung 

(79) itf(a)a^-5a:«, 

oder endlich, in unentwickelter Geslak, durch die Gleichung 

(80) ^' = ^ 
aiadrikiken. 

Der Zusammenhang zwischen den Gleichungen (15) und 
den Gleichungen (19), zu dessen Ableitung wir zuvor einiger 
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Rechnung bedurften, wird nunmehr völlig evident: Führen 
wir nach der Transformation S (Nr. 77) die Transformation 
Ä* aus: 

SO erscheint die zusammengesetzte Transformation S" — SS' 
ohne Weiteres in der Gestalt 

j^'_a"-ia,a", 
wo x" — ««'. 

Wir schliessen hieran nunmehr die schon in § 2 in 
Aussicht gestellte geometrische Deutung der Parameter «(, die 
natürlich eine Beziehung zu dem benutzten Coordinatensystem 
enthalten muss. Wir stellen zu diesem Zweck die Quater- 
nion a als Product zweier Vectoren dar, « ^= ß-j-; dann kön- 
nen wir, nach den Darlegungen des § 4, ohne Weiteres die 
zu den Vectoren ß und y senkrechte Drehungsaxe und ebenso 
den Drehungswinkel bestimmen. (Vgl. auch die Formeln 
Nr. 6 und Nr. 16): 

Satz 24. Sind cos\^ cos^a, coe\ die Richtungscosinas der 
Drehungaaxe, ixt ferner S- der fialbe Drehungawinkel, und sind 
flt,- die Euler'schen Parameter einer Drehung, so besteht zwischen 
diesen Grössen die Beziehung: 

* ' ctgO' : cosX, : cosXj : cosV 

Man kann hiernach, wenn die Drehungsaxo und der nach 
Festsetzung einer positiven Richtung dieser Axe bis auf 
Vielfache von 7t bestimmte halbe Drehungswinkel gegeben 
Bind, ohne Weiteres die Euler'scben Parameter bestimmen, 
und umgekehrt aus diesen Parametern Drohungsaxe und 
Winkel * : 
(82) 



(«" - 1, 2, 3). 
Man kann ferner auch die beiden Versoren finden, die zu 
einer gegebenen Drehung gehören, wenn man bestimmter setzt 
(83) «0 = — cosS-, a, = coßX(SinS- (i=l, 2, 3). 

Eine Aenderiing von * um ein ungerades Vielfaches von 
7t führt hier den noch möglichen Zeichen Wechsel der Grössen 
«( herbei. — 
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Wir betrachten nun noch kurz eine etwas allgemeinere 
Clasae von Transforraationon. Man bezeicbnet aU Streck- 
ung vom Punkte o aus die in rechtwinkligen Coordinaten 
durch dis Gleichungen 

afi = f.Xi (1 = 1, 2, 3) 

dargestellte Transformation der Funkte des Raumes, die jede 
Figur in eine zu ihr ähnliche und ähnlich liegende überführt, 
und die insbesondere jeden Radius vertor vom Anfangspunkte o 
aus in dem constanten Verhältniss p : 1 vergrössert. Führen 
wir eine solche Transformation vor oder nach einer Drehung 
um den Punkt o aus, sc entsteht, bei Teränderlicbem p, eine 
Schaar von Transformationen, die in demselben Sinne wie 
die Bewegungen eine Gruppe bilden, deren einzelne Trans- 
formation aber nun von vier Parametern abhängt. Diese dem- 
nach „viergliedrige" Gruppe ist, nach der Ausdrucksweise 
der modernen Gruppentbeorie, die auch Transformatäonen mit 
imaginären Goetficienten in den Gleichungen untersucht (also in 
unserem Falle auch imaginäre Werthe des Parameters p zulässt), 
ebenfalls continuirlicli; beschränken wir uns aber, wie wir 
hier thun wollen, auf die Betrachtung von reellen Piguren und 
Transformationen, so zerfällt diese Gruppe in zwei getrennte 
Schaaren von Transtbrmationen, die den positiven und nega- 
tiven Werthen des VergrösserungsverhäJtnisses p zugeordnet 
sind. Wir wollen diese beiden Schaaren, zwischen denen ein 
Uebergang nur durch die natürlich auszuschliessenden Werthe 
p = und p =0D hindurch erfolgen könnte, unterscheiden 
als eigentliche und uneigentliche Aehnlichkeits- 
transformationen mit dem festen Punkte o. Wir be- 
merken noch, dass die eigentlichen Aehnlichkeitstransforma- 
tionen dieser Art für sich genommen eine Gruppe bilden, 
und dass man die uneigentlichen erhält, wenn man alle eigent- 
lichen mit der einen Transformation .i^,- — — x^ zusammen- 
setzt, der „Spiegelung" am Anfangspunkte der Coordinaten, 
die jeder Figur eine symmetrisch gleiche und zu ihr ähnlich- 
gelegene zuordnet. Es wird also genügen, eigentliche Aehn- 
jichkeitstransformationen zu betrachten. 

Es wird nun ohne Weiteres die Richtigkeit des folgen- 
den Satzes einleuchten: 
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Satz 25. Die vierffliedrige Gruppe der etgenlUcken Adm- 
lichifitstraniformationen rnit dem /esUn Punkte o wird dargestdlt 
durch die QuatemionenifleKhuHff 

(84) «* = Ölxx, 

und zujar gehören zu jeder dieser Tramformationen zwei verschit- 
dene Quateitiionen a. und — a. 

Die Norm (nicht der Tensor) der Qualemion oc ^iebt das zu- 
gehörige Vergröaservmgsverhältnias an. 

An Stelle der GleicbuDgen (83) treten nun natürlich 
Gleichungen der Form 

(85) st, — — yp.cosa-, «, — yp.cosl(.siQ&: 

Der Zerlegung einer der betrachteten Trflnsformatioiien in 
Streckung und Drehung entspricht die Zerlegung der Quater- 
nion % in Tensor und Versor. Die Zusammenaetzung der 
Parameter ot^, die nun nicht mehr nur Verhältnissgrössen sind, 
wird nach wie vor bewirkt durch Multiplication der ent- 
sprechenden Quaternionen : 

(86) «" - X«'. 

Die hier betrachtete Darstellung und Zusammensetzung 
der Aehnlichkeitstransfonuationen mit festem Funkt ist schon 
Gauss bekannt gewesen; Gauss nennt diese Transformationen, 
in seinen hinterlassenen Fapieren, Mutatione n des Raumes. 

Nach einer anderen Richtung hin lassen sich die ange- 
stellten Ueberlegungen wie folgt verallgemeinern. Wir be- 
trachten statt der Drehungen eines starren Körpers um den 
Anfangspunkt o der Goordinaten nunmehr eine beliebige Be- 
wegung eines solchen Körpers, dargestellt durch Gleichungen 
der Form 

(87) «00 a;'. = an-\-aa'c,-\-aiiait'\-attXi (t — 1,2,3), 

also durch Gleichungen, die sich von den Gleichungen (1) 
durch das Auftreten der eine Schiebung ^i — ^i + <?io, 
^■1 — yt-\- ««, ti — ^1 + cgD darstellenden Zusatzglioder 
-- = c« unterscheiden. Stellt man auch in diesen Gleich- 

ungen die Goefficionten a^, a„, a,, . . . o,, durch die Eulor- 
schen Parameter dar, so hat man in deren Verhältnissen und 
in den drei Grössen c,«, e^, c^ ein System von sechs un- 
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abhäogigen Parametern, durch das sich jede Bewegung eines 
starren Körpers ausdrücken lässt. Setzt man aber zwei solche 
BewegUDgen S und S' zu einer neuen 5" « SS" zusammen, 

so erhält man nur ganz unübersichtliche Ausdrücke für die 
Parameter «",, i/'a der zusammengesetzten Transformation^ 
Man kann daher fragen, ob sich nicht andere Ausdrücke der 
Coefficienten in den Gleichungen (S7) durch Parameter finden 
lassen, mit deren Hülfe man, nach Analogie der Formeln (19), 
auch die Zusammensetzung zweier beliebiget Bewegungen 
zu einer dritten auf eine einfache Weise ausführen kann. 
Solche Formeln lassen sich nun aus der Quaternioneutheorie 
ableiten. 

Wir verstehen unter a und ß zwei Quaternionen, deren 
Coefficienten in der Beziehung 
<88) = a,ß, -f a,^, + «,ß,+ «,fJj 

stehen; anders ausgedrückt, wir nehmen an, dass S(ni.^) — S(aß) 
verschwindet, oder dass 

(89) 4 + ti^ = 0=äpi-^x 

sein soll; und wir setzen ausserdem voraus, dass die Xorm 
der Quaternion a von Null verschieden ist. Bedeutet dann 
x einen Vector, so definirt die Gleichung 

(90) iV(«).j^-a:m — 2äß 

einen neuen Vector *', da der Sealartbeil von — 2afJ ver- 
schwindet; und wenn wir, wie früher, «ud = -A'(o:) setzen, so 
wird die Abhängigkeit der Coefficienten ^i, x'i, j-'^ von x' 
von den Coefficienten a'i, x^, a-^ des Vectors .v durch ein 
Gleichungssystem der Form (87) dargestellt. Die Werthe der 
Coefficienten auoj '*n, "isi ■ ■ ■ "sa sind wiederum gegeben 
durch die Formeln (15); ausserdem aber findet sich 
«10 - 2{ai(i.j — osfi^ — a,[l,+a,ßu), 

(91) o«, = 2(«a{i, - «, ß* - oop, + «A), 

Umgekehrt kann man aber auch, wenn die sämmtlicben 
Coefficienten a^,, a^ iu den Gleichungen (87) gegeben sind 
— unter Voraussetzung des Bestehens der Relationen (14) — 
die Verhältnisse der acht Parameter «,, ß, durch rationale 
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Operationen berechnen: Man bestimmt zuerst die Verhält- 
nisse der vier Parameter k^ aus den Gleichungen (16), was, 
wie wir gesehen haben, immer möglich ist Ertheilt man 
dann den Grössen k* irgend welche bestimmte Werthe, die 
die gefundenen Vorhältnisse haben, so folgt, wenn p einen 
Proportionslitätsfactor bedeutet, 

p . Ooo — V+ «1*4- ««* + «»'. 

p,a„ — a»*+Ki*--=<a' — «a* U. s. w. 
Denselben Factor p rauss man dann natürlich auch den 
linken Seiten der Gleichungen (91) hinzufügen : 

(92) pa,o - 2 (a^ßs — Qc.ß, — ««ß, + a,ßo) "• S- f- 

Löst man nun die Gleichungen (88) und (92) nach den 
Grössen ß, auf, so findet man, wenn man schliesslich für p 

substituirt, 

2ß(io ■ ß« " *i«i<i + "a"*» + *«'^' 

(93) ^'^ ■ ßi "= — ä^.a|ü + *sO» — Ojawi 
2a„.ß, — — a(ga,o — «0«*) + «iOm, 
2aoo . ßa — + ajo,» — a^a^ — OoOao' 

Hiermit ist der erste Theil des Satzes begründet: 

Satz 26. Die eechsgliedr^e Gruppe aller Bewegungen eines 
starren Körpers wird dargestellt durch die QuatemionengUickung 

(94) iV(a)..»;' = äjfa — 2iß, 

vwrin a. und ß Quatemioneti bedeuten, die in der durch die 
Gleichung (8S) oder (S9) auegedrückten Beziehimg stehen. 

Die Zueammeneetzung ztoeier nach einander auazufukrendei- 
Bewegungen S (a, ß) und S' (a', ß') zu einer neuen Belegung 
SSf — 5" («", ß") erfolgt nach der Regel 

(95) «" = ««', ß"-aß'-fß«'j 

d. h, die FarameUr ov", ß" der ZMamtnejigeietzten Beuiajung 
sind gegeben durch die Gleichungen (19) und die Gleiehungen 

|i." - «,|i,' - a,p,' — a,p,' - ,,f,' + 

(96) +P.«.'-P,<-P,«,'-P,V, 
Pi" - *Pi' + ',%' + «ifi.' - «.{!•' + 
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Sass auch der zweite Theil dieses Satzes richtig ist, 
davon kann man sich durch eine ganz einfache Rechnung 
überzeugen, die analog ist der an die Gleichung (79) ge- 
knüpften ßechnung. 

Wir verzichten auf eine eingehendere £förterung dieser < 
Formeln und führen auch eine weitere Anwendung der Qua- 
teruionen nur noch ohne Beweis an. 

Man versteht unter einer orthogonalen Transfor- 
mation von /t Veränderlichen ^i . . . ^^ ein System von 
Gleichungen 

(97) .T'(-Cfla;,-f c,aar»+... + ti«j;«, (i - 1 . . . «) 
das nach Analogie der Gleichungen (1) aus jedem Werth- 
system (a:, . . , xj ein anderes ix"-, . . . nt'J hervorgehen lässt, 
derart, dass 

(98) ^1' + . . . + *V - V + . ■ .+^,', 

für alle Werthsysteme von Xi . . . ar«. Diese Transformationen 
zerfallen nun, wie in dorn von uns behandelten Falle n — 3, 
so auch bei beliebigem » in »wei verschiedene continuirliche 
Schaarcn, die man als eigentliche und uneigentliche 
orthogonale Transformationen unterscheidet. Die eigent- 
lichen, deren Determinante | c,iCj, . . . c„„ | den Wertb +1 
bat, bilden, wie sich zeigen lässt, fUr sich eine continuirliche 
Gruppe, in dem uns geläufigen Sinn, und sie bilden zu- 
sammen mit den uiieigeutlichen, deren Determinante den 
Werth —1 hat, ebenfalls eine Gruppe. Die Transformationen 
dieser Gruppe nun werden im Falle « — 4 ebentälls noch 
von der Quaternionentbeorie geliefert. 

Satz 27. E» niögeti "k und [i zwei Quatemiotien bedeuten, 
die in der ßezieliung 

iUhm (vgl. Nr. 88, 89), und es sei 

so dase N — N(x) = jV(ß). 

Dann können die eine sechsgliedrige continuirliche Gruppe 
bildenden eigentlidien orthogonalen Transformationen der vier 
Veränderlidien x^ sämmtlich dargestellt werden dweh die Qaa- 
temiotiengteick ung 
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(99) JV. a^ = ä;eß 

und ebenso die vveigentliiJien sämmtlieh dtirdi die (jUichung 

(100) iV.y = ä.rß. 

Wir überlassen dein Leser die Äufetellung der Formeln 
für die Zusammensetzung der Parameter a„ ß^ und a,', ß/ 
zweier sulcher hinter einander ausgeführter Transformattoneo, 
und bemerken nur noch, dass ein Theil vom Inhalte des 
Satzes 27, unmittelbar aus dem Satze 12. sich ergiebt: Nur 
dass man allu cc" orthogonalen Transformationen von vier Ver- 
änderlichen durch die Formeln (99) und (100) darstellen kann, 
bedarf eines besonderen Beweises, der übrigens nicht schwierig 
ist. — Der in der Hauptsache von Cayley angegebene 
Satz 27. hat sein Anwendungsgebiet in der sogenannten 
Nicht-Euclidischon Geometrie, die man nicht mehr zu den 
element-aren Gegenständen wird rechnen können, auf deren 
Behandlung wir uns hier beschränkt haboa; wir haben den 
Satz aber der Vollständigkeit zu Liebe wenigstens anführen 
wollen. 

Schliesslich wollen wir fortgeschrittenere Leser noch auf 
eine merkwürdige Verallgemeinerung mehrerer der abgeleite- 
ten Sätze hinweisen: K. Lipschitz hat gezeigt, dass man 
auch die orthogonalen Transformationen von n Veränderlichen 
durch Formeln darstellen und zusammensetzen kann, die 
denen der Quaternionentheorie ganz ähnlich sind. (Unter- 
suchungen über die Summen von Quadraten, Bonn 1886). 
Die Quaternionen erscheinen hier als ein einzelnes Glied in 
einer unendlichen Reihe ähnlicher Hechnungsmethoden, denen 
eine grosso Tragweite innewohnt. 

Wegen der Litteratur unseres Gegenstandes verweisen 
wir auf die Artikel 1, A, 4 und III, B, 3 der im Erscheinen 
bogrifi'enen mathematischen Encyclopädie. 
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E. Cohen: Ueber den Wä(fitiff'tchen TaiitchwertA 



\ Über 

den Wulfing'schen Tauschwerth der Meteoriten 
im Vergleich mit den Handelsprwsen. 



Nachdem "Wolfing den Versuch /emacht hat, nach be- 
stimmten Kegeln oio relativen Werthe^der Meteoriten zu er- 
mitteln^), erschien es mir von Interesse, mit letzteren dio 
thatsächlich im Hanael geforderte^ Preise zu vergleichen. 
Es ist selbstverständlioh, dass diese Werthe, welche auf durch- 
aus verschiedenen Factpren berphen, in keiner directen Be- 
ziehung zu einander zk stehen brauchen. Dio Preise der 
Händler beruhen auf Arygebot und Nachfrage ; ein wissen- 
schaftlich begründeter Weruyiommt dabei jedenfalls nur wenig 
in Betracht, da viele Sammler lediglich eine Vermehrung der 
Zahl ihrer Fallorte anstreifen \und meist bereit sind, hohe Preise 
für selten in den Han<^l gelangendes Material zu bezahlen, 
unbekümmert, ob let^^teres von besonderem wissenschaftlichen 
Interesse ist. Aber die Wulfing'schen Werthe werden 
zweifellos um so mehr practiscl( verwerthbar sein, je weniger 
ihr relatives Verhältniss von demjenigen der Handelspreise 
abweicht. ' 

Abgesehen von dieser Prüfung erschien mir die Mit- 
thoitung der seit einer längeren Reibe von Jahren notirten 
Ebtndelspreise auch insofern vielleicht, von Interesse, als die- 
jenigen Fachgeuossen , welche nur g^elegentlich Meteoriten 

1) Die Meteoriten in Sammlangen und ihr? Literatur nebst einem 
Varaach den Tauacliwert der Meteoriten w bestinjmen. Tiibiugeii 1897. 
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